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INTRODUCTION

À l’interface de la théorie locale des espaces de Banach et de la théorie de Brunn-

Minkowski-Lusternik, la géométrie asymptotique des convexes étudie les propriétés

métriques ou volumiques des corps convexes (i.e. les sous-ensembles convexes, com-

pacts de Rn dont l’intérieur n’est pas vide) en grande dimension n en cherchant les

bonnes dépendances dimensionnelles. Le résultat fondateur de ce domaine est certaine-

ment le théorème de Dvoretzky, revisité par Milman [Mil71, Mil92] qui assure que, pour

tout corps convexe K ⊂ Rn, symétrique par rapport à l’origine, il existe un sous-espace

vectoriel F de dimension au moins c(ε) log n tel que l’intersection K∩F soit euclidienne

à ε près, au sens suivant : il existe un ellipsöıde E ⊂ F tel que

(1− ε)E ⊂ K ∩ F ⊂ (1 + ε)E .

Par dualité il existe aussi des projections de K de dimension au moins c(ε) log n qui

sont presque euclidiennes. Ce résultat structurel est un exemple des phénomènes de

grande dimension, qui vont souvent à l’encontre de notre intuition spatiale.

Formulé il y a plus de dix ans, le problème de la limite centrale pour les corps convexes

demande essentiellement si la mesure uniforme sur un corps convexe de grande dimen-

sion possède une marginale presque gaussienne. Il s’agit donc d’établir un analogue

du théorème de Dvoretzky où l’on considère les projections des mesures sur des sous-

espaces plutôt que les projections des ensembles. Il est à noter que le problème de la

limite centrale est non-trivial pour des projections de rang 1, ce qui est bien différent

du contexte ensembliste. Après de multiples contributions qui ont apporté des réponses

partielles, la conjecture a été résolue indépendamment par Klartag et Fleury-Guédon-

Paouris en 2006. Par la suite, Klartag a grandement amélioré la précision des estimations

quantitatives.

Le cadre de cet exposé est l’espace Rn muni de la structure euclidienne induite par

le produit scalaire 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi et la norme associée |x| = 〈x, x〉1/2. On note

Bn
2 = {x ∈ Rn; |x| ≤ 1} la boule unité et Sn−1 la sphère unité, que l’on munit

de la probabilité uniforme σn−1. Nous utiliserons aussi les probabilités invariantes µn
sur le groupe spécial orthogonal SO(n) et σn,k sur la grassmannienne Gn,k formée des

sous-espaces vectoriels de dimension k de Rn. La projection orthogonale sur un sous-

espace vectoriel E sera notée PE. Dans tout l’exposé, c, C, c′, C ′, ... sont des constantes
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numériques qui peuvent changer d’une ligne à l’autre, mais que nous notons de la même

manière pour ne pas alourdir les notations.

1. LE PROBLÈME DE LA LIMITE CENTRALE

1.1. Deux exemples significatifs

Si un vecteur aléatoire Θ(N) = (Θ
(N)
1 , . . . ,Θ

(N)
N ) est uniformément distribué sur la

sphère de rayon
√
N , il est bien connu depuis Maxwell que Θ

(N)
1 converge en loi vers

une variable gaussienne standard G (de loi exp(−t2/2) dt/
√

2π, t ∈ R). Par ailleurs le

principe d’Archimède nous assure que (Θ
(N)
1 , . . . ,Θ

(N)
N−2) est uniformément distribué sur√

NBN−2
2 . On en déduit aisément que si X est un vecteur uniforme sur

√
n+ 2Bn

2 ,

alors EXi = 0, E(XiXj) = δi,j, et que si n est grand la loi de X1 est presque gaussienne.

L’invariance par rotation permet de dire pour tout θ ∈ Sn−1 que la loi de 〈X, θ〉 est

presque gaussienne.

Considérons maintenant X(n) = (X1, . . . , Xn) uniformément distribué sur le cube

[−
√

3,
√

3]n. Comme les variablesXi sont indépendantes et vérifient EXi = 0, E(X2
i ) = 1

le théorème de la limite centrale nous assure de la convergence en loi

X1 + · · ·+Xn√
n

−→
n→+∞

G.

Il est cependant naturel de considérer d’autres directions que (1/
√
n, . . . , 1/

√
n) ∈ Sn−1.

En notant FT (t) = P(T ≤ t) la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle T ,

le théorème de Berry-Esseen nous donne que, pour tout θ ∈ Sn−1 et t ∈ R,

|F〈X(n),θ〉(t)− FG(t)| ≤ 6

∑n
i=1 E

(
|θiXi|3

)(∑n
i=1 E

(
|θiXi|2

))3 ≤ 20 max
1≤i≤n

|θi|.

Il n’est pas difficile de vérifier que cette dernière quantité est petite en moyenne∫
Sn−1

max
1≤i≤n

|θi| dσn−1(θ) ≈
√

log n

n
.

En utilisant la concentration de la mesure sphérique (voir plus loin pour un énoncé

précis), on en déduit aisément l’existence de constantes numériques c, C telles que

σn−1

({
θ ∈ Sn−1; max

1≤i≤n
|θi| ≤ C

√
log n

n

})
≥ 1− 1

nc
.

Donc pour la plupart des directions θ ∈ Sn−1, la marginale de la mesure uniforme sur

le cube dans la direction de θ est presque gaussienne et les estimées s’améliorent avec

la dimension.
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1.2. Formulation précise

Le problème de la limite centrale demande si le phénomène observé sur ces deux

exemples est universel. Ceci revient à postuler une variante inédite du théorème de

la limite centrale où une hypothèse géométrique de convexité remplace la notion

d’indépendance. Afin de formuler plus explicitement le problème, il convient de préciser

la normalisation.

Définition 1.1. — On dira qu’un corps convexe K ⊂ Rn est (en position) isotrope si

voln(K) = 1,
∫
K
x dx = 0 et s’il existe un nombre LK > 0 tel que pour tout θ ∈ Sn−1∫

K

〈x, θ〉2dx = L2
K .

Pour tout corps convexe, il existe une transformation affine qui permet de le mettre

en position isotrope.

Conjecture 1.2. — Existe-t-il des suites (εn) et (ηn) décroissantes et de limite nulle

telles que, pour tout n ≥ 1 et pour tout corps convexe isotrope K ⊂ Rn, on ait

σn−1

({
θ ∈ Sn−1; d

(〈 X
LK

, θ
〉
, G
)
≥ εn

})
≤ ηn,

où X est un vecteur aléatoire uniforme sur K, G est une variable gaussienne standard

et d est une distance sur les lois des variables (norme uniforme entre fonctions de

répartition par exemple) ?

Cette question, posée dans les articles d’Antilla-Ball-Perissinaki [ABP03] (paru en

2003 mais disponible dès 1998) et Brehm-Voigt [BV00], a suscité beaucoup d’intérêt

(voir notamment [Bob03, BK03, BVV02, BHVV02, KL00, MM07, Mil09a, NR03,

Pao05, Sod07, Woj07]). Elle a été résolue par Klartag [Kla07a] et Fleury-Guédon-

Paouris [FGP07] (indépendamment, Klartag légèrement plus tôt) avec des suites

εn ≤ (log n)−κ. Par la suite, Klartag [Kla07b] a obtenu une forte amélioration avec

εn ≤ n−κ, pour un κ < 1. Par ailleurs ses travaux montrent l’existence de beaucoup

de marginales presque gaussiennes de dimension de l’ordre de nκ et se placent dans le

cadre fonctionnel naturel des mesures de probabilités log-concaves.

Définition 1.3. — Une mesure de probabilité borélienne µ sur Rn est log-concave si

elle admet une densité f : Rn → R+ vérifiant pour tous λ ∈ [0, 1], x, y ∈ Rn

f
(
λx+ (1− λ)y

)
≥ f(x)λf(y)1−λ.

On dira qu’un vecteur aléatoire Y est centré réduit si son espérance est nulle et sa

matrice de covariance est égale à l’identité (EY = 0, Cov(Y ) = Id). Il est clair que

dans la formulation du problème central limite, le vecteur aléatoire Y = X/LK est

log-concave et centré réduit.
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1.3. Réduction à l’hypothèse de concentration

Il est apparu dès le début que le problème se réduit à la question suivante, d’ap-

parence bien plus simple : existe-t-il une suite (εn) de limite nulle telle que pour tout

vecteur aléatoire Y à valeurs dans Rn centré réduit et uniforme sur un convexe (ou plus

généralement log-concave)

(1) P
(∣∣∣ |Y |√

n
− 1
∣∣∣ ≥ εn

)
≤ εn?

Notons que les hypothèses de normalisation assurent que
√
n =

(
E(Y 2)

)1/2
. Dans le cas

d’un vecteur uniforme sur un convexe, il s’agit de montrer que la plus grande partie

du volume du convexe est contenue dans une couronne dont l’épaisseur est négligeable

devant le rayon.

L’énoncé qui justifie cette nouvelle formulation du problème se trouve dans [ABP03]

pour le cas des mesures uniformes sur les convexes (voir aussi [Bob03] pour l’extension

au cadre log-concave et des raffinements) :

Proposition 1.4. — Soit (εn) une suite qui vérifie l’hypothèse (1). Alors, pour tous

n ≥ 1, δ > 0 et tout vecteur aléatoire Y ∈ Rn centré réduit et log-concave, on a

σn−1

({
θ ∈ Sn−1; sup

t∈R

∣∣∣P(〈Y, θ〉 ≤ t
)
− P

(
G ≤ t

)∣∣∣ ≥ c√
n

+ εn + δ

})
≤ 2e−cnδ

2

.

Nous allons expliquer les idées qui permettent de démontrer cette proposition. Elles

remontent à Sudakov [Sud78], qui a remarqué que lorsque Y est centré réduit, mais pas

forcément log-concave, la plupart des variables (〈Y, θ〉)θ∈Sn−1 ont à peu près la même loi.

Le point essentiel dans son argument est l’utilisation du phénomène de concentration

de la mesure sphérique, qui est une conséquence de l’inégalité isopérimétrique de Lévy

(voir par exemple [MS86, Pis89]). Nous en rappelons l’énoncé.

Théorème 1.5. — Soit f : Sn−1 → R une fonction L-lipschitzienne pour la distance

induite par Rn, alors pour tout u > 0,

σn−1

({
θ ∈ Sn−1;

∣∣∣∣f(θ)−
∫
f dσn−1

∣∣∣∣ ≥ u

})
≤ 2e−

nu2

2L2 .

L’hypothèse de log-concavité sur Y n’est pas essentielle, mais elle nous simplifie la

tâche puisqu’elle assure que les fonctions θ 7→ P(〈Y, θ〉 ≤ t) sont C-lipschitziennes pour

une constante universelle C et ce, bien que θ 7→ 1〈Y,θ〉≤t ne le soit pas. L’inégalité de

concentration garantit que, pour t fixé et pour la plupart des valeurs de θ, la fonction

Fθ(t) = P(〈Y, θ〉 ≤ t) est proche de

F (t) :=

∫
Sn−1

Fθ(t) dσn−1(θ).
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Pour obtenir un résultat uniforme en t on utilise un argument classique de réseau, qui

tire parti de la forte décroissance dans l’inégalité de déviation. En effet, par une borne

d’union, on obtient que pour tout entier k et tous réels t1, . . . , tk,

σn−1

({
θ ∈ Sn−1; sup

i≤k
|Fθ(ti)− F (ti)| ≥ u

})
≤

k∑
i=1

σn−1

({
θ ∈ Sn−1; |Fθ(ti)− F (ti)| ≥ u

})
≤ 2ke−

nu2

2C2 .

Pour u > 0 donné, on peut choisir k le plus petit possible et t1, . . . , tk de telle manière

que la condition supt∈R |Fθ(t) − F (t)| ≥ 2u implique sup1≤i≤k |Fθ(ti) − F (ti)| ≥ u (on

utilise ici le fait que t 7→ Fθ(t) − F (t) est lipschitzienne et tend vers 0 à l’infini avec

une vitesse explicite). Ceci donne une inégalité de déviation qui montre que, pour la

plupart des directions, la fonction de répartition de 〈Y, θ〉 est proche de F .

Il reste à identifier la loi dont la fonction de répartition est F . En utilisant le théorème

de Fubini et l’invariance par rotation, il vient

F (θ) =

∫
Sn−1

E1〈Y,θ〉≤t dσn−1

= Eσn−1({θ; 〈θ, Y 〉 ≤ t}) = Eσn−1({θ; θ1|Y | ≤ t}).

Soit Θ(n) un vecteur de loi uniforme sur Sn−1 et indépendant de Y . Le calcul précédent

montre que F est la fonction de répartition de

Θ
(n)
1 |Y | =

√
nΘ

(n)
1 ×

|Y |√
n
.

Par le principe de Maxwell,
√
nΘ

(n)
1 converge en loi vers une gaussienne standard lorsque

n tend vers l’infini. Il est alors clair que, pour que la loi « presque » commune des

marginales devienne gaussienne quand la dimension augmente, il suffit que |Y |/
√
n soit

très proche d’une constante.

1.4. Vers l’estimation de la concentration de la norme

Dans cette section, nous présentons un bref historique des résultats connus sur la

distribution de |X| quand X est uniforme sur un convexe et centré réduit. Nous essayons

de mettre en avant ceux qui ont joué un rôle dans la démonstration de la concentration

dans une fine couronne.

Le résultat fondamental est certainement l’inégalité de Prékopa-Leindler (voir e.g.

[Pis89]) :

Théorème 1.6. — Soit λ ∈ (0, 1) et soient f, g, h des fonctions mesurables de Rn

dans R+ telles que pour tous x, y ∈ Rn

h(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)λg(y)1−λ.
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Alors ∫
Rn
h ≥

(∫
Rn
f

)λ(∫
Rn
g

)1−λ

.

Il en découle des propriétés qui nous seront utiles par la suite : si µ et ν sont des

mesures log-concaves sur Rn alors µ ∗ ν l’est aussi. De plus si E est un sous-espace

vectoriel de Rn la marginale de µ dans la direction de E, notée PEµ et définie pour

tout ensemble borélien de E par PEµ(B) = µ(P−1
E (B)), est encore log-concave. Enfin µ

vérifie une inégalité de Brunn-Minkowski : si λ ∈ [0, 1] et A,B ∈ Rn, on a

(2) µ(λA+ (1− λ)B) ≥ µ(A)λµ(B)1−λ.

Si D ⊂ Rn est un convexe symétrique par rapport à l’origine, on vérifie facilement pour

t ≥ 1 l’inclusion
2

t+ 1
(Rn \ tD) +

t− 1

t+ 1
D ⊂ Rn \D.

En appliquant l’inégalité (2) on obtient le résultat suivant, dû à Borell [Bor74], qui met

en avant la décroissance sous-exponentielle des mesures log-concaves :

Lemme 1.7. — Soit µ une mesure de probabilité log-concave sur Rn et soit D ⊂ Rn un

convexe symétrique par rapport à l’origine. Si µ(D) > 1/2, alors pour tout t ≥ 1

µ
(
Rn \ tD

)
≤ µ(D)

(
1− µ(D)

µ(D)

) t+1
2

.

On en déduit aisément une inégalité de grande déviation pour |X|. En effet par

l’inégalité de Markov

P(|X| >
√

3n) ≤
E
(
|X|2

)
3n

=
1

3
.

Puisque la loi de X est log-concave, le lemme de Borell pour D =
√

3nBn
2 donne pour

t ≥ 1

P(|X| > t
√

3n) ≤ P(|X| ≤
√

3n)

(
P(|X| >

√
3n)

P(|X| ≤
√

3n)

) t+1
2

≤ 2−t/2.

On retiendra que pour t ≥
√

3 on a P(|X|/
√
n ≥ t) ≤ exp(−ct). Un raisonnement

similaire montre que, pour tout θ ∈ Sn−1 et tout t ≥
√

3,

P(|〈X, θ〉| ≥ t) ≤ e−ct.

Ce dernier résultat est optimal aux constantes près. On peut le voir lorsque X est

uniforme sur un multiple de Bn
1 = {x ∈ Rn;

∑
i |xi| ≤ 1} et θ = (1, 0, . . . , 0) ; dans ce

cas la mesure marginale est presque exponentielle. Cependant X ne peut pas être aussi

étalé dans toutes les directions. Dans cet esprit Alesker [Ale95] a montré qu’en fait

P
(
|X|√
n
≥ t

)
≤ e−ct

2

, t ≥ t0.
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Une concentration plus forte avait été observée dans le cas concret où X est uniforme

sur un multiple de Bn
1 et centré réduit [SZ90] :

(3) P
(
|X|√
n
≥ t

)
≤ e−ct

√
n, t ≥ t0

et la borne est optimale aux constantes près. Ce résultat a été démontré pour X uni-

forme sur un convexe inconditionnel (c’est-à-dire stable par les changements de signe

des coordonnées) par Bobkov et Nazarov [BN03a, BN03b] grâce à un principe de compa-

raison avec Bn
1 . Il est à noter que cette inégalité est toujours plus forte que la précédente

en exp(−t2) car, pour X centré réduit et uniforme sur un convexe de Rn, on a |X| ≤ cn

presque sûrement (voir [MP89]). Ainsi seules les déviations t ≤
√
n sont significatives.

Une avancée remarquable a été accomplie par Paouris [Pao06] en 2006. Il a réussi à

établir l’inégalité (3) pour X uniforme sur un convexe supposé seulement symétrique par

rapport à l’origine. Cette percée a permis de débloquer plusieurs problèmes importants

en géométrie asymptotique. L’argument de Paouris combine de manière novatrice et

sophistiquée des outils pourtant bien connus. Nous en donnons maintenant un bref

aperçu.

Les inégalités de concentration exponentielles peuvent s’obtenir en analysant la trans-

formée de Laplace ou la croissance des moments. Paouris adopte ce dernier point de

vue. L’inégalité de concentration gaussienne d’Alesker se traduit comme suit sur les

moments :

∀p ≥ 2, (E|X|p)
1
p ≤ c

√
p
(
E|X|2

) 1
2 .

L’amélioration que démontre Paouris revient à l’inégalité inverse-Hölder suivante

∀p ∈ [2, c
√
n], (E|X|p)

1
p ≤ c

(
E|X|2

) 1
2 .

Il est commode ici de revenir aux notations classiques de convexité : écrivons

X = XK/LK où K est un corps convexe isotrope, LK sa constante d’isotropie et

XK un vecteur uniformément distribué sur K. Par ailleurs nous aurons besoin des

notions suivantes.

Définition 1.8. — Soit K ⊂ Rn un corps convexe. On définit

– sa fonction d’appui hK : Rn → R telle que pour tout x ∈ Rn,

hK(x) = sup
y∈K
〈x, y〉,

– sa demi-épaisseur moyenne W (K) =

∫
Sn−1

hK(θ) dσn−1(θ)

– et pour p ≥ 1 le corps p-centröıde Zp(K) associé à K par la formule

hZp(K)(x) =

(∫
K

|〈x, y〉|pdy
) 1

p

.
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Notons que les corps Zp(K) ont été introduits par Lutwak et Zhang [LZ97] dans le

cadre de la théorie de Brunn-Minkowski Lp. Paouris observe que, pour p ≤
√
n,

(E|XK |p)
1
p ≈

√
n

p
W (Zp(K)).

L’idée essentielle est ensuite d’interpréter cette épaisseur moyenne comme le rayon des

projections de Zp(K) sur des sous-espaces aléatoires. En effet, une application précise

du théorème de Dvoretzky montre que si k ≤ c
√
n, pour la plupart des sous-espaces

vectoriels E ⊂ Rn de dimension k (au sens de la probabilité uniforme sur la grassman-

nienne), on a

1

2
W (Zp(K))PE(Bn

2 ) ⊂ PE(Zp(K)) ⊂ 2W (Zp(K))PE(Bn
2 ).

Notons que PE(Bn
2 ) = Bn

2 ∩ E est la boule unité de E ; par ailleurs le fait que le

résultat soit vrai jusqu’en dimension c
√
n utilise déjà des informations sur Zp(K) (en

effet dans le cas général on ne peut aller au-delà de log n). Il reste à majorer le volume

de PE(Zp(K)). Pour ce faire, Paouris note que cet ensemble est de la forme Zp(BK)

où BK est un autre corps convexe associé à K, introduit par Ball. Cette structure

supplémentaire et le fait que Zp(BK) soit presque une boule euclidienne permettent à

Paouris d’en estimer le volume et d’obtenir la majoration voulue de E|XK |p.
Le théorème de Paouris donne une estimation optimale des grandes déviations de la

norme sur un convexe isotrope. Il ne dit rien sur les petites déviations autour de la

moyenne. Cependant, les techniques de preuves et surtout l’idée de passer par des sous-

espaces aléatoires dans lesquels la situation est plus « ronde » ont inspiré les auteurs

qui ont résolu le problème de la limite centrale pour les convexes.

2. ESQUISSE DE PREUVE

Nous commençons par évoquer la solution proposée par Fleury, Guédon et Paouris

[FGP07]. Elle consiste en une version presque isométrique (à ε près pour ε petit) de

l’approche « isomorphe » de Paouris (à une grande constante C près). Elle contient en

particulier un résultat quantitatif de stabilité du corps p-centröıde qui assure que si K

a le même volume qu’une boule D et si Zp(K) et Zp(D) sont très proches, alors Z et

D sont eux-mêmes très proches.

Théorème 2.1 ([FGP07]). — Soit X un vecteur centré réduit, uniforme sur un corps

convexe de Rn qui est symétrique par rapport à 0. Alors pour une constante universelle c,

on a

∀p ∈ [2, (log n)1/3], (E|X|p)
1
p ≤

(
1 +

cp

(log n)1/3

)(
E|X|2

) 1
2 .
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Pour illustrer ce résultat, nous donnons un argument simple (mais grossier) qui per-

met d’en déduire la propriété de concentration dans une fine couronne. Il passe par

l’estimation de la variance de |X|2, dont nous reparlerons plus loin. Notons que l’esti-

mation triviale de la variance de |X|2 donne,

var(|X|2) ≤ n

n∑
i=1

var(|Xi|2) ≤ n

n∑
i=1

E(X4
i ) ≤ cn

n∑
i=1

E(X2
i )2 = cn2

en utilisant le fait que la norme L4 de Xi est comparable à la norme L2, ce qui est une

conséquence du caractère sous-exponentiel des coordonnées.

Le théorème précédent donne, pour p = 4 et n grand,

var(|X|2) = E(|X|4)− (E|X|2)2 ≤ c

(log n)1/3
(E|X|2)2 =

cn2

(log n)1/3
.

Cette faible amélioration suffit pour conclure. En effet puisque ||a|−1| ≤ ||a|−1|(|a|+1),

l’inégalité de Markov donne pour t > 0

P
(∣∣∣∣ |X|√n − 1

∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ P

(∣∣∣∣ |X|2n − 1

∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 1

t2
var

(
|X|2

n

)
≤ c

t2(log n)1/3
.

On obtient ainsi (1) avec εn = c(log n)−1/9.

Nous allons donner un peu plus de détails sur l’argument du second article de Klartag,

qui nous parâıt plus direct et qui a l’avantage de donner de meilleures estimations dans

un cadre plus général (notons cependant que la méthode de Paouris a le mérite de

donner des estimations optimales pour les grandes déviations).

Théorème 2.2 ([Kla07b]). — Il existe c > 0 et α ∈ (0, 1) tels que, pour tout n ≥ 1 et

tout vecteur aléatoire Y centré, réduit et log-concave à valeurs dans Rn, on ait

P
(∣∣∣∣ |Y |√n − 1

∣∣∣∣ ≥ 1

nα

)
≤ ce−n

α

.

De plus, pour tout entier k ≤ cnα,

σn,k

({
E ∈ Gn,k; dTV

(
PE(Y ), PE(G)

)
≥ 1

nα

})
≤ e−cn

0.99

,

où G est un vecteur gaussien centré réduit sur Rn. Ici dTV désigne la distance en

variation totale.

Ce théorème constitue donc un analogue pour les mesures du théorème de Dvoretzky.

Il est à noter que l’on obtient des marginales presque gaussiennes de dimension puis-

sance nα, alors que dans le cas général le théorème de Dvoretzky ne donne que des

projections presque euclidiennes de dimension log n. La preuve de Klartag est dans

le même esprit que la preuve de Milman pour le théorème de Dvoretzky : on montre

qu’un sous-espace aléatoire a la propriété recherchée avec une grande probabilité en

combinant des arguments de concentration de la mesure et d’approximation par un

réseau. Les détails techniques (contrôle des normes Lipschitz, approximations, réglage

des constantes) sont souvent très délicats et demandent de manier avec dextérité les
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nombreux résultats connus sur les mesures log-concaves (inégalités inverses Hölder, es-

timation des quantiles, comparaison de la densité maximale et de la densité au centre

de gravité,...). Voici les grandes étapes.

Si f : Rn → R+ est la densité de la loi de Y et si E est un sous-espace vectoriel de

Rn, la densité de la loi de PE(Y ) par rapport à la mesure de Lebesgue sur E est donnée

par

πE(f)(x) =

∫
x+E⊥

f(z) dz.

C’est encore une fonction log-concave. Pour U ∈ SO(n) une isométrie directe et x ∈ E,

on considère

Mf,x,E(U) = log πE(f ◦ U)(x) = log πU(E)(f)(Ux).

Klartag commence par régulariser la densité f par convolution avec une gaussienne.

Cette petite perturbation ne modifiera pas la nature des résultats.

Lemme 2.3 ([Kla07b]). — Soient E0 un sous-espace de dimension k de Rn et x ∈ E0.

Soit β > 0. Si G est un vecteur gaussien centré réduit à valeurs dans Rn et indépendant

de Y , on note g la densité de Y + k−β/2G. Alors l’application

(x, U) 7→Mg,E,x(U)

restreinte à {x ∈ E0; |x| ≤ 10
√
k} × SO(n) est Ck2β+2-lipschitzienne par rapport à U

et Ckβ+1/2-lipschitzienne en la variable x.

Ici SO(n) est considéré comme une sous-variété riemannienne de Rn2
. La distance

géodésique est alors comparable à la distance de Hilbert-Schmidt. Il est alors possible

d’appliquer l’inégalité de concentration des fonctions lipschitziennes sur SO(n) pour la

probabilité bi-invariante µn dont l’énoncé est analogue à celui que nous avons donné

pour la sphère. Notons que l’invariance par rotation assure que∫
SO(n)

Mg,E0,x0(U) dµn(U)

ne dépend que de |x0|. On note cette quantité M(|x0|). On obtient ainsi

µn

({
U ∈ SO(n);

∣∣∣Mg,E0,x0(U)−M(|x0|)
∣∣∣ > δ

})
≤ Ce−

cδ2b

k4β+4 .

On considère alors un ε-réseau N de 10
√
kBn

2 ∩ E0 de cardinal au plus (C ′
√
k/ε)k, ce

qui signifie que pour tout y ∈ 10
√
kBn

2 ∩ E0 il existe z ∈ N tel que |y − z| ≤ ε. Nous

renvoyons par exemple à [Pis89] pour l’existence d’un tel réseau. Par une borne d’union

µn

({
U ∈ SO(n); ∃x ∈ N ,

∣∣∣Mg,E0,x(U)−M(|x|)
∣∣∣ > δ

})
≤ (C ′

√
k/ε)kCe−

cδ2b

k4β+4 .

Comme x 7→Mg,E0,x(U) est aussi lipschitzienne, on en déduit que

µn

({
U ∈ SO(n); ∀x ∈ 10

√
kBn

2 ∩ E0,
∣∣∣Mg,E0,x(U)−M(|x|)

∣∣∣ ≤ δ + 2εCkβ+1/2
})
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vaut au moins 1− (C ′
√
k/ε)kCe−

cδ2b

k4β+4 . Pour un bon choix des paramètres, qui nécessite

k ≤ nα, l’événement ci-dessus est de grande mesure. On en déduit donc que les margi-

nales de g dans la direction E = U(E0) sont presque radiales (jusqu’à un rayon de 10
√
k)

pour un choix typique de U , donc pour un choix typique de E dans Gn,k. Rappelons

qu’elles sont log-concaves, de par les conséquences de l’inégalité de Prékopa-Leindler.

Ensuite Klartag étudie plus précisément la concentration de la norme pour les mesures

presque radiales. Par intégration polaire, le cas des mesures exactement radiales se

ramène à une question en dimension 1, que Klartag traite par des méthodes élémentaires

mais fines :

Lemme 2.4 ([Kla07b]). — Soient d ≥ 2 et f : R+ → R+ une fonction log-concave

continue, C2 sur (0,+∞) et intégrable. Alors, pour tout ε ∈ [0, 1],∫ (1+ε)td(f)

(1−ε)td(f)

td−1f(t) dt ≥
(

1− Ce−cε2d
)∫ ∞

0

td−1f(t) dt,

où td(f) est le point où t 7→ td−1f(t) atteint son maximum.

Etant donnée une marginale presque radiale (obtenue pour la plupart des sous-espaces

k-dimensionnels comme ci-dessus), il est possible de montrer qu’à l’instar des mesures

exactement radiales, elle est concentrée sur une fine couronne. Ainsi, cette mesure est

très proche de la mesure uniforme sur une sphère de rayon de l’ordre de
√
k en di-

mension k. Une version quantitative de l’observation de Maxwell, due à Diaconis et

Friedman [DF87], montre alors que ses marginales de dimension
√
k sont presque gaus-

siennes. Ceci termine la preuve du fait que la plupart des marginales de la mesure

initiale sont presque gaussiennes.

On peut remarquer que l’inégalité de concentration dans une fine couronne n’est

intervenue que pour les marginales k-dimensionnelles typiques et non pour la mesure

elle-même. Comme cette propriété est intéressante en soi, nous présentons de manière

informelle l’argument de [Kla07a] qui permet de l’obtenir pour la mesure initiale sur

Rn. Il est basé sur le lemme maintenant classique de Johnson-Lindenstrauss [JL84], qui

peut être déduit de la concentration de la mesure sphérique :

Lemme 2.5. — Soient 1 ≤ ` ≤ n et x ∈ Rn non nul ; alors pour tout ε ∈ [0, 1]

σn,`

({
E ∈ Gn,`;

∣∣∣∣√n |PE(x)|√
` |x|

− 1

∣∣∣∣ ≥ ε

})
≤ Ce−cε

2`.

Si l’on considère un sous-espace vectoriel aléatoire F de loi uniforme sur Gn,` et

indépendant de Y , on obtient

(4) P

(
(1− ε)

√
`

n
|Y | ≤ |PF (Y )| ≤ (1 + ε)

√
`

n
|Y |

)
≥ 1− Ce−cε2`.
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Supposons que la plupart des marginales sont concentrées dans une fine couronne, ou

plus précisément qu’il existe E ⊂ Gn,` avec σn,`(E) ≥ 1− η tel que, pour tout E ∈ E ,

P
(∣∣∣∣ |PE(Y )|√

`
− 1

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ Ce−cε

2`.

En termes du sous-espace aléatoire, on obtient donc

(5) P
(

(1− ε)
√
` ≤ |PF (Y )| ≤ (1 + ε)

√
`
)
≥ 1− η − Ce−cε2`.

L’intersection des événements qui apparaissent dans (4) et (5) est encore de probabilité

très proche de 1 pour η assez petit. Mais dans cette intersection on a à la fois

|Y | ≈
√
n

`
|PF (Y )| et |PF (Y )| ≈

√
`.

Il s’ensuit que |Y | ≈
√
n avec grande probabilité.

3. QUESTIONS CONNEXES

Commençons par évoquer le problème des directions sous-gaussiennes (aussi appelées

directions ψ2), posé par V. Milman. Il demande s’il existe une constante universelle c

telle que, pour toute dimension et pour tout vecteur aléatoire X centré réduit et uni-

forme sur un corps convexe de Rn, il existe au moins une direction θ ∈ Sn−1 telle que,

pour tout t ≥ 1,

P(〈X, θ〉 ≥ t) ≤ e−ct
2

.

Cette question est encore ouverte en général, même si elle a beaucoup progressé avec les

travaux de Paouris et Klartag. Nous renvoyons aux articles [Kla07c] et [GPP07] pour

les meilleurs résultats disponibles et plus de références bibliographiques.

Passons maintenant à des questions qui prolongent directement l’étude de la concen-

tration dans une fine couronne. Nous avons vu que, pour Y vecteur aléatoire à va-

leurs dans Rn centré réduit et log-concave, toute amélioration de l’estimation triviale

var(|Y |2) ≤ cn2 permettait de résoudre le problème des marginales presque gaussiennes.

Dans le cas où les coordonnées de Y sont indépendantes

var(|Y |2) =
n∑
i=1

var(Y 2
i ) ≈ cn.

Il est naturel de se demander si l’on a toujours var(|Y |2) ≤ cn pour une constante

universelle c (le théorème de Klartag donne en général majoration par une puissance

de n un peu inférieure à 2). Cette conjecture a été confirmée par Antilla-Ball-Perissinaki

[ABP03] lorsque Y est uniforme sur un multiple de Bn
p = {x ∈ Rn;

∑
i |xi|p ≤ 1},

grâce à une propriété de sous-indépendance des coordonnées qui assure que, pour i 6= j,

cov(Y 2
i , Y

2
j ) ≤ 0 et donne la même majoration que dans le cas indépendant. Wojtaszczyk



1007–13

[Woj07] a étendu la sous-indépendance, et donc la borne précise de la variance, aux

boules d’Orlicz généralisées {
x ∈ Rn;

n∑
i=1

fi(|xi|) ≤ 1
}
,

où les fonctions fi : R+ → R+ sont convexes et croissantes. La propriété de sous-

indépendance peut être fausse pour certains corps convexes inconditionnels. Cependant

Klartag [Kla09] a récemment établi la borne var(|X|2) ≤ cn lorsque X est uniforme sur

un tel convexe et centré réduit. Sa preuve, plus classique, repose sur des méthodes L2 à

la Hörmander. Il obtient une inégalité du type var(f(X)) ≤ E(f,X) pour toute fonction

inconditionnelle suffisamment régulière, où E(f,X) est un terme d’énergie inhabituel.

La borne de variance en cn permet, par une amélioration du raisonnement que nous

avons présenté plus haut, de montrer que la plupart des marginales de dimension 1

sont à distance 1/
√
n d’une gaussienne. Pour les convexes inconditionnels, l’existence

de symétries permet de trouver des directions presque gaussiennes explicites :

Théorème 3.1 ([Kla09]). — Soient X un vecteur aléatoire centré réduit, uni-

formément distribué sur un convexe inconditionnel de Rn et G une variable gaussienne

centrée réduite. Alors

sup
α<β

∣∣∣∣P(∑n
i=1Xi√
n

∈ [α, β]

)
− P (G ∈ [α, β])

∣∣∣∣ ≤ C√
n
.

En utilisant la méthode de Stein, Meckes et Meckes [MM07, MM09] ont étudié des

convexes possédant d’autres types de symétrie.

La conjecture de Kannan-Lovász-Simonovits [KLS95] postule l’existence d’une

constante universelle C telle que, pour tout n ≥ 1 et tout vecteur aléatoire à valeurs

dans Rn, centré réduit et uniforme sur un convexe (ou plus généralement log-concave),

l’inégalité de Poincaré suivante est vérifiée : pour toute fonction f : Rn → R localement

lipschitzienne

(6) var(f(X)) ≤ C E
(
|∇f(X)|2

)
.

Ceci revient à dire que les fonctions linéaires sont extrémales, à constante près,

dans cette inégalité. Il s’agit d’une conjecture très forte, qui admet des formulations

équivalentes en termes d’isopérimétrie (voir [Mil09b] pour des progrès récents et une

présentation des travaux antérieurs). Appliquée à f(x) = |x|2, elle prédit la borne

var(|X|2) ≤ 4Cn. Elle a été vérifiée pour des vecteurs uniformes sur des multiples Bn
p

[Sod08, LW08] et des simplexes réguliers [BW09], ainsi que pour les mesure log-concaves

invariantes par rotation [Bob03]. L’inégalité de Poincaré (6) a été démontrée avec des

constantes C dépendant de la dimension en nκ pour un κ < 1 (en combinant les

meilleures estimations pour le théorème de la limite centrale pour les convexes et une

inégalité isopérimétrique de Bobkov qui assure que l’on peut prendre C = var(|X|2)1/2
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[Bob07]). Klartag [Kla09] a obtenu une borne en (log n)2 pour les mesures uniformes

sur un convexe inconditionnel.

Comme l’a remarqué Fleury [Fle09a], la conjecture KLS prédit des inégalités de

concentration pour |X| qui unifieraient les inégalités de grandes déviations de Paouris

et améliorerait les inégalités de petites déviations de Klartag : pour tout t ≥ 0,

P
(∣∣∣∣ |X|√n − 1

∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 2e−ct

√
n.

Fleury a réussi à démontrer cette inégalité pour X uniforme sur une boule d’Orlicz

généralisée. Il reste cependant beaucoup à faire dans cette direction.

Pour finir, nous mentionnons la conjecture de l’hyperplan qui demande si les

constantes d’isotropie des corps convexes sont uniformément bornées

sup
n≥1

sup
K⊂Rn convexe

LK < +∞ ?

Voir [Kla06] pour la meilleure borne sur LK dépendant de la dimension n et pour plus

de références. Ce problème récurrent en géométrie asymptotique équivaut à demander

s’il existe une constante universelle c > 0 telle que pour tout convexe isotrope K ⊂ Rn

et tout θ ∈ Sn−1

voln−1(K ∩ θ⊥) ≥ c.

Ceci revient donc à une minoration de la valeur en 0 des marginales de dimension 1

de la mesure uniforme sur un convexe. L’engouement pour le problème central limite

pour les convexes s’explique en partie par le fait qu’il s’agit d’une question liée (sur

l’aspect gaussien des marginales) mais indépendante de la conjecture de l’hyperplan,

puisque LK n’y apparâıt que comme un facteur de normalisation qu’il n’est pas besoin

de borner. Notons pour finir que Ball a montré (sans le publier) que la conjecture KLS

entrâıne la conjecture de l’hyperplan, ce qui a conduit certains spécialistes à penser que

cette conjecture est trop forte pour être vraie...

Remarque de dernière minute : le résultat suivant a été annoncé par Fleury [Fle09b].

Pour tout vecteur aléatoire centré réduit et log-concave Y à valeurs dans Rn et pour

tout t ∈ [0, nκ], on a

P
(∣∣∣∣ |Y |√n − 1

∣∣∣∣ ≥ t

nκ

)
≤ Ce−ct,

où κ = 1/8. Ceci améliore la valeur de l’exposant κ obtenue par Klartag (légèrement

inférieure à 0, 1). Rappelons que la conjecture KLS prévoit que l’énoncé est valable pour

κ = 1/2.
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