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1. INTRODUCTION

Soit G = SL(d,R), ' = SL(d,Z), A le sous-groupe des matrices diagonales et
Q) =T'\G, I'espace des réseaux unimodulaires de R?. Soit H un sous-groupe fermé de G
et dg une mesure de Haar sur G ou sur €2. Depuis que Raghunathan a mis en évidence
a la fin des années 1970 tout le profit qu’il y aurait a tirer de ’étude des H-orbites = - H
dans 2, x € €1, pour diverses questions classiques de théorie des nombres, beaucoup
de chemin a été parcouru. Margulis (1986) a démontré la conjecture d’Oppenheim en
suivant cette stratégie et Ratner (1990) a répondu aux conjectures de Raghunathan en
donnant une description précise des propriétés topologiques et statistiques du systeme
dynamique (2, H, dg) lorsque H est un sous-groupe fermé engendré par des unipotents
de G. Pour de tels sous-groupes H (par exemple si H est semi-simple sans facteurs
compacts) 'adhérence des orbites est « algébrique » : cela veut dire que cette adhérence
est elle-méme 'orbite d’un sous-groupe fermé L contenant H et possédant une mesure
L-invariante finie. Un des aspects surprenants de la preuve de Ratner est qu’elle déduit
ce théoreme topologique d'un théoreme métrique : elle classifie d’abord les mesures ergo-
diques H-invariantes sur 2. Forts de ce résultat, de ses généralisations naturelles dans le
contexte S-arithmétique, et des nouvelles techniques dites de linéarisation développées
par Dani, Margulis et Shah, de nombreux auteurs (voir par exemple [29], [28], [26],
[32]) ont fait intervenir ces théorémes dans diverses situations comme le comptage des
points entiers sur une variété homogene, 1’équidistribution des translatées de H-orbites,
et méme récemment la conjecture d’André-Oort ([72],[38]).

Dans cet exposé, nous nous intéressons au cas opposé ou le sous-groupe H n’est pas
engendré par des unipotents. Plus précisément nous supposons que H = A est le tore
diagonal. La aussi de nombreuses études ont été poursuivies, mais certaines questions
importantes demeurent. Le cas d = 2 est dans une large mesure bien compris : il
correspond au flot géodésique sur une surface hyperbolique, ici la surface modulaire.
On sait alors décrire les A-orbites via le codage markovien (voir par exemple [67]).
Dans ce cas, la plupart des A-orbites ont un comportement chaotique. Par exemple
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on construit facilement des A-orbites dont I’adhérence a une dimension de Hausdorff
qui peut prendre une valeur quelconque entre 1 = dim A et 3 = dim G. De méme ces
compacts invariants peuvent étre les supports de mesures de probabilité A-invariantes et
ces mesures peuvent avoir de I'entropie pour l'action de A. Lorsque d > 3 la situation
est tres différente et un phénomene de rigidité 1ié au rang supérieur (i.e. 'existence
d’au moins deux actions linéairement indépendantes qui commutent) apparait : on
s’attend au contraire — voir plus bas §5 et 'article de Margulis [46] pour une formulation
précise de ces conjectures — a ce que les adhérences de A-orbites soient beaucoup mieux
controlées et que les mesures de probabilité A-invariantes et ergodiques soient elles
aussi « algébriques », c’est-a-dire des mesures de Haar sur des sous-espaces homogenes
de Q. Apres le travail initial de Katok et Spatzier [37] deux méthodes (dites de haute
entropie et basse entropie) permettant de préciser la nature algébrique des mesures
ergodiques A-invariantes ont vu le jour pour culminer avec le théoreme de Einsiedler-
Katok-Lindenstrauss [20] affirmant

THEOREME 1.1 (Einsiedler-Katok-Lindenstrauss [20]). — Toute mesure de probabilité
A-invariante ergodique sur €2 ayant de [’entropie positive pour au moins un Sous-groupe
a un parametre de A est algébrique.

Comme pour le théoreme de Ratner, la classification des mesures A-invariantes sur {2,
et donc le théoreme d’Einsiedler-Katok-Lindenstrauss, possede potentiellement des ap-
plications arithmétiques. Par exemple, Margulis a observé qu’une réponse positive a sa
conjecture (sans condition supplémentaire d’entropie positive) impliquerait la fameuse
conjecture de Littlewood en approximation diophantienne (voir plus bas §4). Malheu-
reusement, vérifier la condition d’entropie positive demande souvent une hypothese
supplémentaire : par exemple on montre dans [20] que I'ensemble des exceptions pos-
sibles a Littlewood est de dimension de Hausdorff zéro en raisonnant par I’absurde et
en construisant une mesure d’entropie positive. Il en est de méme pour I’ensemble des
contre-exemples éventuels (A-orbites irrégulieres) a la conjecture de Margulis.

Dans [22] Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh s’intéressent a la distribution
des A-orbites compactes dans €2. Ils posent entre autres les questions suivantes : est-
ce que seul un nombre fini de A-orbites compactes peuvent rester confinées dans un
compact donné de 27 Une suite d’orbites compactes dont le volume tend vers l'infini
devient-elle toujours équidistribuée pour la mesure de Haar dans €27

Alors qu’on s’attend (d’apres ces mémes conjectures de Margulis) a une réponse
positive a la premiere question, les auteurs de [22] obtiennent la réponse approchée
suivante (on définit au §2 la notion de discriminant d’une orbite compacte) :

THEOREME 1.2 ([22]). — On fize d > 3. Soit C un compact de Q. Le nombre de
A-orbites compactes contenues dans C' et de discriminant au plus D est <. D°.

C’est donc tres peu d’orbites car le nombre total d’orbites de discriminant au plus D
est polynomial en D (cf. proposition 2.3). La réponse a la seconde question est non
(voir plus bas §3). Cependant, les auteurs de [22] conjecturent :
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CONJECTURE 1.3. — Soit p > 0 et (z,, - A), une suite de A-orbites compactes dans <)
de discriminant D, telle que vol(x,, - A) > (D,)? pour tout entier n. Alors si p, est la
mesure de probabilité A-invariante sur x, - A, la suite u, converge vers la mesure de
Haar normalisée sur Q.

Dans les deux cas il s’agit de vérifier que I'hypothese faite (sur le nombre d’orbites
de discriminant au plus D dans le cas du théoreme 1.2 et sur le volume de 'orbite dans
le cas de la conjecture 1.3) se traduit par une condition d’entropie positive pour toute
limite faible des p,. Cette idée repose sur ce que ses auteurs appellent le « principe de
Linnik » en hommage a Y. Linnik qui, dans son livre [44], a été un des premiers a étudier
le probleme de la distribution des A-orbites compactes d'un point de vue ergodique.

Soit Y,, une A-orbite ou un ensemble fini de A-orbites de discriminant au plus D,,.
On note vol(Y,,) le volume total de Y,, et u, la mesure de Haar normalisée sur Y,, (i.e.
la mesure de probabilité assignant un poids relatif a chaque orbite égal a son volume
A-invariant). Si p est une mesure A-invariante sur Q2 et a € A, on note h,(a) I'entropie
de p pour la translation a droite par a.

PROPOSITION 1.4 ([22] « Principe de Linnik » ). — Supposons qu’il existe un p > 0
tel que vol(Y,) > (D,)’ et soit s une valeur d’adhérence de la suite u, qui est de
masse totale 1 sur Q2. Alors h,__(a) > p-h(a) pour tout a € A, ot h(a) est une fonction
positive sur A et strictement positive sur les éléments réquliers de A.

Moyennant ce principe on obtient facilement la

Prewve du théoréme 1.2 : Soit . une valeur d’adhérence de pp la mesure
A-invariante normalisée sur Yp la réunion des A-orbites compactes de discriminant
au plus D incluses dans C. Comme C est compact, il n’y a pas de fuite de masse
et 11o(2) = 1. Le volume d’une A-orbite compacte est clairement minoré par une
constante strictement positive car la plus grande valeur propre d'un élément semi-
simple R-déployé de I' est elle-méme minorée. Ainsi si le cardinal de Yp est au
moins D¢, c’est que le volume total de Yp est aussi au moins D°. Par le principe de
Linnik, ps a de l'entropie positive, donc possede une composante ergodique d’en-
tropie positive. Celle-ci est algébrique d’apres le théoreme 1.1. Mais son support est
compact : c’est donc la probabilité A-invariante sur une A-orbite compacte. Mais une
telle mesure est d’entropie nulle (translation sur un tore). D’ou la contradiction. CQF D.

L’application du principe a la seconde question, i.e. a la conjecture 1.3 permet de
montrer que toute limite u. possede de l'entropie. Le probleme est que, bien que
clairement A-invariante, p., n’est pas nécessairement ergodique. Ce type de probleme
est classique dans les applications arithmétiques du théoreme de Ratner et les techniques
de linéarisation de Dani-Margulis et Shah ([13] [68]) ont été développées en partie pour
y remédier. Il peut aussi y avoir fuite de masse (voir §3). Dans cette situation il faut
donc se contenter de :
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COROLLAIRE 1.5 ([22]). — On fize d = 3 et on se place dans la situation de la conjec-
ture 1.3. Pour toute mesure limite o des pi, telle que s (2) > 0 on note vy = MO’:"(‘)Q)

la mesure renormalisée. Alors ve > p-c-dg ou dg est la mesure de Haar normalisée

sur Q et ¢ > 0 est une constante.

Preuve : C’est la conséquence de la combinaison du principe de Linnik et du
théoreme 1.1 d’Einsiedler-Katok-Lindenstrauss. Plus précisément, fixons a € A un
élément régulier (i.e. & valeurs propres de modules distincts). Soit fiee = [ vedm(€) la
décomposition ergodique de p., pour 'action de a. Ecrivons foo =ty + (1 — )1y ot 1y
(resp. 12) est la partie de la décomposition de p dont les composantes ergodiques v
sont d’entropie strictement positive (resp. nulle) pour a. D’apres le théoreme 1.1 chaque
ve est algébrique, i.e. L-invariante pour un certain sous-groupe fermé L contenant A.
Notons que A & L car la mesure de Haar sur une A-orbite compacte est d’entropie
nulle pour tout a € A. Mais comme d = 3, la seule possibilité est que L = G (voir la
discussion apres le théoreme 4.3 plus bas) et donc ve = dg et h,, (a) = hgy(a). On sait
par ailleurs calculer hgy(a), c’est la somme des log™ des valeurs propres de a, il est donc
strictement positif. Mais k. (a) = [ hy, (a)dm(§) = thy, (a) et h,, > c(a) - p d’apres le
). p. CQFD.

c
hag

principe de Linnik 1.4. D’ou ¢t >

Lorsque d est premier impair la conclusion subsiste avec la méme preuve. Pour d
quelconque en revanche des mesures algébriques intermédiaires peuvent en principe
apparaitre et la conclusion qu’on tire par cette méthode est donc plus faible. De toute
facon cet argument n’interdit pas une fuite de masse éventuelle. Néanmoins lorsque
I'on considere @ = ["\G ou I est un réseau arithmétique co-compact associé a une
algebre a division sur Q, alors le principe de Linnik reste valide et la co-compacité fait
qu’il n’y a pas de probleme de fuite de masse : les auteurs de [22] en déduisent alors
semblablement que la réunion d’une suite stricte de A-orbites compactes (i.e. telle que
seul un nombre fini d’entre elles soient contenues dans une L-orbite périodique donnée
associée a un sous-groupe L & G) est dense dans 2 pourvu qu’il existe un p > 0 tel que
la réunion Yy des orbites de la suite dont le discriminant est D vérifie vol(Yp) > D*.

En sus de ce corollaire c’est le résultat principal de Einsiedler, Lindenstrauss, Mi-
chel et Venkatesh dans [24] qui vient apporter le plus de créance a la conjecture 1.3 :
ce résultat confirme la conjecture pour d = 3 dans le cas ou Y,, est une réunion de
« paquets » d’orbites :

THEOREME 1.6 (équidistribution des paquets [24]). — On fize d = 3. Soit Y, une
suite infinie de « paquets » de A-orbites. Alors p, converge vers la mesure de Haar
sur 2. En particulier, si Y, est la réunion des toutes les A-orbites compactes de méme
volume V =1V, T +o0, alors p, converge vers Haar.

Ce théoreme s’inscrit dans le cadre d’une conjecture plus générale due a Clozel et
Ullmo concernant I’équidistribution des translatés adéliques de mesures algébriques
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(voir §6 plus bas). La seconde assertion est aussi ’analogue du résultat fameux de Bo-
wen [6] et Margulis [47] sur I’équidistribution des géodésiques fermées de longueur au
plus L dans une variété compacte a courbure strictement négative et des travaux de
Zelditch [77] sur la surface modulaire. Nous définissons les paquets d’orbites au para-
graphe 6. Pour 'instant contentons-nous d’indiquer que ce sont des sous-ensembles finis
d’orbites formant une partition de I’ensemble des A-orbites compactes. Dans un méme
paquet toutes les orbites ont le méme volume (ce qui explique pourquoi la deuxiéme
partie de 1’énoncé découle de la premiere) et le méme discriminant. Pour obtenir la
convergence vers Haar et non plus seulement un résultat partiel comme le corollaire
précédent qui donnait que toute limite n’est pas étrangere a Haar, il faut bien sur
montrer que toutes les composantes ergodiques d'une limite sont d’entropie positive.
Les auteurs de [24] établissent cette propriété en montrant la convergence des p, sur
une partie seulement des fonctions sur {2 a savoir sur les séries de Siegel-Eisenstein.
Nous verrons au paragraphe 7 comment 1’analyse harmonique permet de déduire cette
convergence de la sous-convexité de certaines fonctions L. C’est la le second ingrédient
essentiel de la preuve du théoreme 1.6.

Signalons que I'on peut envisager d’autres groupements naturels (et moins fins) de
A-orbites, comme le groupement par discriminant fixé, par ordre fixé, ou bien encore par
I’action des opérateurs de Hecke. Cette derniere option est étudiée en détail par Benoist
et Oh dans [1] ou est établie I’équidistribution des orbites sous Hecke d'une Ag-orbite
compacte quelconque pour un sous-tore Ay de A non nécessairement maximal.

Quand d = 2, bien qu’il n’y ait plus rigidité des mesures d’entropie positive, les
auteurs de [24] conjecturent que I’énoncé de la conjecture 1.3 reste vrai. En fait 'ana-
logue pour d = 2 du théoreme 1.6 lui aussi est vrai : c’est le théoreme de Duke [14]
sur I’équidistribution des points de Heegner et des géodésiques fermées de la surface
modulaire. La preuve de Duke reposait sur la traduction classique du probleme via la
série théta associée : ’équidistribution revient alors a montrer une borne non triviale
sur les coefficients de Fourier de cette forme modulaire (qui est de poids demi-entier), ce
que Duke établit en généralisant une idée due a Iwaniec. Cependant, grace a la formule
de Waldspurger [75] (voir aussi [56]) qui relie I'intégrale d’une forme automorphe sur
un paquet aux valeurs spéciales de certaines fonctions L (voir §7) il est aussi possible de
déduire le théoreme de Duke d’estimations de sous-convexité relatives a ces fonctions L
— voir en particulier I'article de Clozel et Ullmo [10] ou ces techinques sont mises en
ceuvre. Ces estimations, reposant sur les travaux initiaux de Burgess [7], puis de Duke-
Friedlander-Iwaniec [15], permettent de montrer (pour d = 2) 'équidistribution des p,
évaluées contre n’importe quelle forme automorphe, ce qui suffit bien stur a montrer la
convergence de i, vers Haar.

Pour d = 3 cette méthode est difficile a mettre en ceuvre, surtout pour la partie cus-
pidale du spectre car on ne dispose pas de formule liant I'intégrale sur un paquet aux
fonctions L associées. Cependant pour les séries de Siegel-FEisenstein, on dispose d'une
telle formule, c¢’est la formule de Hecke qui exprime 'intégrale sur un paquet comme un



1008-06

produit de la fonction de Dedekind (i du corps cubique relatif a I’orbite et d’un terme
local associé a I'ordre correspondant. La borne de sous-convexité nécessaire pour (g est
connue par les travaux de Duke-Friedlander-Iwaniec [16] et Blomer-Harcos-Michel [4].
Une partie importante de I’article [24] consiste & montrer le controle du terme local.
Ceci entraine finalement 1’équidistribution sur les séries de Siegel-Eisenstein. Mais il
se trouve que cette information est suffisante pour établir ’entropie positive de toute
mesure limite. On peut alors conclure en utilisant le théoreme 1.1. L’hypothese d’en-
tropie positive nécessaire a la preuve ergodique est donc fournie par la sous-convexité.
Comme Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh 1'ont observé ce principe était
déja présent en filigrane dans les travaux de Linnik ([44]) qui, moyennant I’hypothese de
Riemann (ou bien une « condition de Linnik » imposant une condition de congruence sur
le discriminant du paquet), obtenait le cas d = 2 par une méthode purement ergodique.

Signalons que tout récemment Michel et Venkatesh [51] ont grandement généralisé ces
bornes de sous-convexité en obtenant un énoncé général et uniforme valable pour toute
forme automorphe sur G Lo. Aussi, dans un troisieme volet toujours en préparation (voir
[24] Theorem 4.6), Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh obtiennent une vaste
généralisation du théoreme de Duke au cadre adélique sur G Lo, i.e. I’équidistribution
des paquets dans n’importe quelle algebre de quaternions sur un corps de nombres et
sans restriction sur '’espace des parametres (tore, places). Enfin ils obtiennent aussi une
preuve purement ergodique du théoreme de Duke pour les géodésiques en montrant une
version forte du principe de Linnik énoncé ci-dessus consistant a établir que I’entropie de
toute mesure limite est maximale, donc Haar. Cette preuve est le produit de la relecture
moderne, via I’entropie, que font Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh du livre
de Linnik [44] dans lequel un tel argument dynamique est mis en ceuvre pour établir
'équidistribution sous une condition de congruence (condition de Linnik).

Dans la suite de ’exposé nous décrivons plus précisément les travaux de Einsiedler,
Lindenstrauss, Michel et Venkatesh et donnons les ingrédients de preuve des théoremes
ci-dessus. Ce texte n’est pas un survol de fond du sujet, au plus c¢’est une invitation a la
lecture des articles [22] et [24] ou le lecteur pourra trouver tous les détails des preuves
ainsi que plusieurs extensions des énoncés donnés dans cette introduction.

2. ORBITES TORIQUES COMPACTES : DISCRIMINANT ET
VOLUME

Lorsque d = 2, les A-orbites compactes de €2 peuvent étre décrites géométriquement :
ce sont les géodésiques orientées fermées de la surface modulaire. Tout relevé E d'une
telle géodésique au revétement universel, i.e. au demi-plan de Poincaré, est un arc de
cercle orienté d’extrémités £ et £, situées sur la droite réelle. Il se trouve que &_ et &
sont les racines d'un trinéme ax? + bz + ¢ & coefficients entiers. Réciproquement tout tel
trinéme avec D > 0 donne lieu a une géodésique fermée. Si on choisit pged(a, b, c) = 1,
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alors D = b® — 4ac est un entier qui est indépendant du choix du relevé. C'est le
discriminant de 1’orbite.

En dimension quelconque, les A-orbites compactes de ) sont mieux décrites via
I’arithmétique. Soit K un corps de nombres totalement réel de degré d sur Q et
L un réseau de K, c’est-a-dire un Z-module libre de rang d inclus dans K qui en-
gendre K comme Q-espace vectoriel. Soit 0 : K — R? 2z — (0y(z),...,04(z)) un
plongement canonique de K via les d différents Q-isomorphismes o1, ...,04 : K — R.
L’image de L par ¢ est un résecau de R? qu’on peut renormaliser pour le rendre uni-
modulaire (noter que 2 = SL(d,Z)\SL(d,R) = PGL(d,Z)\PGL(d,R)). Sa A-orbite
est compacte dans Q. En effet a = diag(ay,...,aq) € A est dans le stabilisateur de
o(L) si et seulement si a; = o;(x) pour un certain x € Of le groupe des éléments
inversibles de 'ordre Of = {k € K,kL C L}. Clairement Oy (resp. OF) est d’indice
fini I'ordre maximal Ok (resp. Of) et d’apres le théoreme des unités de Dirichlet,
{diag(o1(z),...,04(x)),x € O} est discret et co-compact dans A. Notons que deux
choix L et L’ donnent lieu & la méme orbite si et seulement si L' = kL pour un certain
k € K*. Comme on le vérifie aisément, cette construction produit en fait toutes les
A-orbites compactes :

PROPOSITION 2.1. — L’ensemble des A-orbites compactes de Q) est naturellement pa-
ramétré par les triplets (K, [L],0), ot K est un corps de nombres totalement réel,
[L] une classe d’homothétie de réseaur de K et o le choix (parmi d!) d’un plongement
canonique.

Le corps K et la classe [L] sont uniquement déterminés par la A-orbite; il se peut en
revanche que deux o distincts donnent la méme orbite. Le corps K est tout simplement
la sous Q-algebre engendrée par le stabilisateur dans A d’un point de 'orbite, lequel
est un sous-groupe d’indice fini du groupe des unités de K.

On peut préciser cette correspondance en étudiant le tore associé. La A-orbite de o(L)
s’écrit I'gA ou g est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs (o4 (v;), ..., 04(v;)) ou
V1, ...,Uq est une Z-base de L. Le tore T = gAg~! est un tore maximal R-déployé de
SL(d,R) qui est défini sur Q car il est clairement stable sous Gal(Q|Q). C’est un tore
Q-anisotrope car T'NT" est co-compact dans T. En tant que Q-tore, il est isomorphe aux
éléments de norme 1 dans la restriction des scalaires Res(g Gy, du groupe multiplicatif
G,, de K 2 Q. L’application x — g-diag(oy(x), ...,04())-g~" permet aussi d’identifier K
a une sous-algebre tg de M;(Q). Sous cette identification, les éléments de norme 1 dans
K s’identifient & T'(Q). Réciproquement tout tore maximal R-déployé et Q-anisotrope
donne lieu a une orbite compacte, ou plutot d! orbites compactes. Notons en effet que
deux orbites I'g; A et ['goA produisent le méme tore si et seulement si go € Ng(A) le
normalisateur de A dans G. Il y a donc au plus d! orbites distinctes correspondant a
un méme tore : en projection dans ’espace localement symétrique X = I'\G/K ces
d! orbites s’envoient sur un méme tore immergé et le choix d’une chambre de Weyl les
distingue (modulo une éventuelle auto-intersection) dans I'\G.
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Prendre un conjugué sur Q de 7' revient a faire varier le réseau L associé a l'orbite
sur Q. Enfin, par Skolem-Noether, deux tores sont associés au méme corps de nombres K
(i.e. sont isomorphes sur Q) si et seulement si ils sont conjugués dans GL,(Q).

On retiendra surtout de cette classification qu’a toute A-orbite compacte on peut
associer deux données essentielles : son volume V et son discriminant D. Le volume est
par définition le volume A-invariant naturel pour un choix de mesure de Haar sur A fixé
une fois pour toutes. Dans l'identification ci-dessus, le volume est le régulateur reg(Op)
de l'ordre Oy, c’est-a-dire le co-volume de o(OF) apres le plongement habituel dans
I'hyperplan de R? formé des points de coordonnées a somme nulle via I’application
log | -|. Le discriminant de l'orbite est par définition le discriminant disc(Op) de l'ordre
associé. C’est une quantité arithmétique associée a I'orbite, en particulier ¢’est un entier.
Dans l'identification ci-dessus le discriminant correspond, a un facteur multiplicatif fixe
pres, au co-volume de tg N My(Z) dans tg = tg ®g R pour la mesure de Lebesgue sur
tr associée a la structure euclidienne standard sur M,(R).

Discriminant et volume sont liés par la relation fondamentale suivante :

PROPOSITION 2.2 ([22]). — On fize d > 2. Il existe une constante C' = C(d) > 0 telle
que pour toute union Y de A-orbites compactes de méme discriminant D

log D < vol(Y) <« D¢

ot K signifie comme d’habitude une inégalité a des constantes multiplicatives prés
(dépendant de d seulement).

Comme le volume d’'une A-orbite est uniformément minoré (rayon d’injectivité mi-
noré), on en déduit que le nombre de A-orbites compactes de volume (ou discriminant)
borné est fini (un fait établi précédemment dans [54]). Plus précisément on montre :

PROPOSITION 2.3 ([22]). — 1) Le nombre N(D) de A-orbites compactes de discrimi-
nant au plus D vérifie D* < N(D) < D? pour des constantes o, 3 > 0.

2) Si d est premier, le nombre N(V) de A-orbites compactes de volume au plus V'
vérifie VY1) < log N(V) < V=1,

3) Le volume d’une A-orbite compacte de discriminant D est <. Dz et le volume
total des A-orbites compactes de méme déterminant D est >>. D27¢.

Disons quelques mots sur ces estimées. La borne supérieure dans 1) résulte de la
proposition 2.2 et de la remarque qui la suit. Pour la borne inférieure, il suffit d’exhiber
suffisamment d’orbites compactes de petit discriminant; 'exemple de Cassels donné
a la fin de la section 3 est a cet égard suffisant car il exhibe n orbites distinctes de

discriminant au plus n¢-1

. Pour la borne supérieure de 2) remarquons que, si d est
premier, il n'y a pas de corps intermédiaire entre Q et K et on peut alors améliorer la
borne inférieure de la proposition 2.2 comme suit vol(Y) > (log D)?~!. Cette derniére
minoration du volume résulte par le théoreme de Minkowski sur les corps convexes de ce
que log||o(z)|| > O(log D) pour toute unité x du corps K associé a Y. Et cette derniere

borne est la conséquence du fait que le Z-module engendré par 1, x,..., 297! est d’indice
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fini dans Ok car Q(z) = K. La borne inférieure du 2) résulte aussi de l’exemple de
Cassels. Le 3) en revanche est une conséquence de I'estimation du volume d’un paquet
d’orbite (voir §6 ci-dessous) par le théoréme de Brauer-Siegel.

Le point le plus délicat est certainement la borne supérieure dans la proposition 2.2.
Intuitivement elle résulte du fait que deux orbites distinctes de discriminant au plus D
ne peuvent s’approcher trop pres I'une de l'autre. Plus précisément on a le :

LEMME 2.4 (isolation des orbites compactes [22]). — Il existe une constante ¢ =
c(d) > 0 telle que si g1 et go sont deux éléments de G vérifiant 1 A # g2 A, ||gil| < R
i = 1,2 et si les A-orbites I'\I'g; A sont toutes deuz compactes et de discriminant au

plus D, alors d(gy,g2) > (RD)~°.

Ici d est une métrique riemannienne invariante a gauche sur G. Comme une A-orbite
compacte de discriminant au plus D ne peut s’aventurer trop loin vers l'infini (cf. propo-
sition 3.1) on conclut de I’énoncé précédent que les A-orbites compactes de discriminant
au plus D sont D~%M)_jsolées les unes des autres, i.e. les D~%(_yoisinages tubulaires
autour d’elles sont disjoints, ce qui fournit immédiatement la borne supérieure dans la
proposition 2.2 par la finitude du volume de I'\G. Le lemme 2.4 est aussi le point clé
pour montrer le principe de Linnik (cf. proposition 1.4 ci-dessus et 5.2 ci-dessous).

3. FUITE DE MASSE

Pour une A-orbite compacte, le fait d’aller plus ou moins loin a l'infini se traduit
aisément en termes de l'ordre associé. Appelons (), 'ensemble des réseaux A de € dont
la systole 8(A) = inf{||v||,v € A\{0}} est < ea. Rappelons que d’aprés le critere de
Mahler (voir [5]) les Q., € > 0, forment une base de voisinages de l'infini dans 2.

PROPOSITION 3.1. — On considére la A-orbite compacte associée a (K,[L],0) et D
son discriminant (voir §2).
a) Elle rencontre Q). si et seulement si x € L tel que Nkg(x) < € - covolga(a(L)).
b) Sie < D~z alors elle ne rencontre pas ..

Preuve : En effet dire que Ngjg(z) < € - covolga(o(L)) revient a dire que le réseau
renormalisé de covolume 1 associé possede un vecteur non-nul dont le produit des
coordonnées est au plus ¢, si bien que quitte a appliquer un élément de A on a bien un
vecteur de norme au plus . Pour le b) noter que zOp, C L pour tout x € L et donc
que NK|@(33)D% > covolga(o(L)). CQFD.

Le théoreme suivant montre qu’il est nécessaire de grouper les A-orbites compactes
si on souhaite avoir de ’équidistribution. Une orbite individuelle peut tres bien avoir
un comportement pathologique du point de vue de 'équidistribution : il peut y avoir
fuite de masse a l'infini dans ’espace des réseaux.
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THEOREME 3.2 (Fuite de masse individuelle). — On fize d > 2. Il existe une suite de
A-orbites compactes Y, telles que pour tout compact C' de  on ait py, (C') — 0 pour
n assez grand.

Lorsque d = 2 ce phénomene est facile a mettre en évidence grace au codage mar-
kovien : il existe des géodésiques fermées dans la surface modulaire qui passent une
proportion négligeable de leur vie dans toute partie compacte fixée. En effet, le codage
symbolique du flot géodésique permet aisément de construire de telles géodésiques : il
suffit de considérer une géodésique du demi-plan de Poincaré dont le codage dans la
triangulation de Farey est périodique de la forme ... DG"DG"DG"D..., ¢’est-a~dire que
cette géodésique laisse la pointe n fois sur sa gauche (G) avant de la laisser une fois sur
sa droite (D) puis de recommencer ad libitum. Les points limites de cette géodésique
sont les nombres quadratiques £_ et £, dont le développement en fractions continues est
donné par &, = [n,1,n,1,...] et —=1/&_ =[1,n,1,n,..]. Quand n devient tres grand, on
constate aisément qu'une telle géodésique fermée passe une fraction 1 — e de son temps
a distance au moins €logn d’une origine fixe dans la surface. En particulier toute la
masse s’échappe a l'infini : la mesure de probabilité uniforme sur la géodésique converge
vers la masse de Dirac en 'infini. Pour une explication de ce codage via la triangulation
de Farey et du lien avec les fractions continues, on renvoie le lecteur a 'article [67].

On remarquera que, dans cet exemple de géodésique non équirépartie ci-dessus en
dimension 2, le discriminant de I'orbite compacte est égal & D = n(n + 4), tandis que

M, c’est-a-dire que le volume (ici la

la longueur de l'orbite est 2log Ap ou Ap =
longueur) de l'orbite est comparable au logarithme du discriminant. Cela veut dire que
le volume de 'orbite est petit : il est proche de la borne inférieure de I’encadrement
(2.2). Le contenu de la conjecture 1.3 est que ce phénomene est le seul obstacle a
I’équidistribution. Selon ce principe, les orbites mal équiréparties auraient un petit
volume par rapport au discriminant et plus le volume de 1'orbite est gros, plus 'orbite

aurait de chance d’étre bien équirépartie.

3.1. Exemple de Cassels

Montrons le théoreme 3.2. Il est en fait di & Cassels!!) qui construit dans [8] une
suite de corps totalement réels dont le régulateur est petit par rapport au discriminant.
Décrivons son exemple. On fixe a1 < as < ... < a4 des entiers positifs non nuls. Pour
tout entier n > 0, on définit P, € Z[t] par P,(t) — 1 = Il1<;<qa(t — na;). On vérifie
aisément que P, est irréductible sur Q et que le corps K,, = Q() engendré par une
racine est totalement réel. Aussi on voit que, lorsque n est grand, les conjugués de
Galois de 6 sont tres proches des na;. Il en résulte que son discriminant est de 1'ordre
de n¥4=1. Mais I’équation IT;<;<4(f —na;) = 1 montre que chaque 6 —na; est une unité
de K,. On vérifie aisément qu’elle engendre un sous-groupe U de rang d — 1 dans le
groupe des unités de K,,. Ainsi le régulateur de K, est un O((logn)?¢1).

() Je remercie Uri Shapira et Elon Lindenstrauss pour m’avoir signalé cet exemple et I'article [8].
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On considere maintenant 'orbite compacte associée au réseau L = Z[f] de K.
On aUd C OF et disc(L) ~ n¥@V. D’apres le critére de Mahler (voir [5]) montrer
qu’il y a fuite de masse ou plus précisément que toute la masse part a linfini re-
vient a vérifier que pour un ensemble de a € A mod U de mesure presque totale le
réseau al possede un petit vecteur, i.e. de norme o(disc(L)'/?). C’est bien le cas car si
a = diag(Ili<i<q(0j(0) — na;)™); avec r; € R avec Y r; = 1 et si v est le vecteur de L
correspondant & 1 € K, alors la norme de av est un o(n®1/2) des que les r; vérifient
le systeme d’inégalités >, r; — (d — 1)7"2-’ < £1. Mais cette région de I'hyperplan
S r; = 1 est de volume 1 modulo Z¢, ce qui termine la preuve. Dans [22] les auteurs
utilisent une construction similaire due a Duke.

Une question intéressante — pour d > 3 — est de déterminer si la fuite de masse peut
aussi s’opérer vers d’autres orbites compactes, au lieu de l'infini, ou bien les deux a la
fois. En particulier, une valeur d’adhérence de puy;, peut-elle étre non ergodique ?

4. DYNAMIQUE DES FLOTS DIAGONAUX DANS  : ADHERENCES
D’ORBITES ET CLASSIFICATION TOPOLOGIQUE

Peut-étre la plus frappante des conjectures concernant les orbites du flot diagonal est
la conjecture de Margulis ([45]) :

CONJECTURE 4.1 (Margulis). — On fize d > 3. Tout compact A-invariant de § est
une réunion de A-orbites compactes.

Notons que cet énoncé équivaut a demander que toute A-orbite bornée soit compacte.
Remarquons d’autre part qu’il ne conclut pas qu’il s’agit d’une réunion finie d’orbites,
néanmoins nous verrons plus bas (théoreme d’isolation) que ce n’est qu’une apparence :
la conjecture 4.1 entraine bien que tout compact A-invariant est une réunion finie de
A-orbites compactes.

Dans [45], Margulis explique aussi comment une réponse positive a cette conjecture
entrainerait une réponse positive a la célebre conjecture de Littlewood :

CONJECTURE 4.2 (Littlewood). — Pour tous réels a et b on a
lim irf n - |nal| - ||nb]| = 0,
ot ||x|| désigne la distance a ’entier le plus proche.

Expliquons brievement quel est le raisonnement de Margulis (voir [45]) pour passer
de la conjecture (4.1) & la conjecture (4.2). En fait, comme Margulis I'a découvert a
posteriori, ce raisonnement était déja présent, bien que formulé différemment, dans
un article des années 50 de Cassels et Swinnerton-Dyer [9]. Bien que ses auteurs
n’aient pas employé ce langage dynamique, cet article est I'un des tout premiers a
aborder la question des orbites du sous-groupe diagonal dans 'espace des réseaux ).
On pose F(z,y,z) = z(ax + y)(bx + z). C’est une forme cubique; F' = Fj o u,;, ou
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Fo(x,y,2) = xyz et (x,y,2) - Ugp = (x,y + az, z + bx) est une matrice unipotente de
SL3(R). Le stabilisateur {g € SL3(R),Fyog = Fy} est le tore diagonal A. Ainsi
F(Z3) = Fo(A - A) ot A est le réseau Z2 - g,

Notons qu’on a toujours F'(0) = 0 et que par conséquent (critere de Mahler) la
A-orbite A - A est non bornée. Toutefois, si le couple (a, b) est une exception a la conjec-
ture (4.2), alors F'(Z?) ne contient pas 0 comme point d’accumulation et donc A-A n’est
pas dense dans ©, mieux l'orbite du céne positif AT = {diag(e=*%) et e%),t,5s > 0},
i.e. A- AT est bornée. Ceci permet de construire une vraie A-orbite bornée : il suffit en
effet de considérer un point d’accumulation disons A, de A- AT pour avoir que A, - A
est bornée. Si 'on croit a la conjecture 4.1, alors cette orbite doit étre compacte. On
va en déduire que 'orbite de départ, a savoir A - A est aussi compacte; ce sera une
contradiction car par la remarque faite ci-dessus (F représente 0), cette orbite n’est
pas compacte. Cette déduction est aujourd’hui appelée théoréme d’isolation et peut se
formuler comme suit :

THEOREME 4.3 (Théoréme d’isolation). — On fize d = 3. Soit A - A une A-orbite
dans €. Supposons que l’adhérence A - A contienne une A-orbite compacte. Alors soit
A-A=Qsoit A-A=A"-A.

La preuve moderne de ce théoreme consiste a montrer que si A - A possede un point
d’accumulation situé sur une A-orbite compacte, alors A - A est invariant par un sous-
groupe strictement plus gros que A qui contient notamment un sous-groupe a un pa-
rametre unipotent, et de conclure par le théoreme de Ratner que A - A = Q. Ce type
d’argument de dérive qui permet d’obtenir une invariance supplémentaire dans une di-
rection transverse au flot est omniprésent tant dans la preuve originale de la conjecture
d’Oppenheim par Margulis que dans I’ceuvre de Ratner(?.

Expliquons succinctement cette mécanique : si A - a, — Ag avec Ag - A compacte
et distincte de A - A , alors on peut écrire pour chaque n grand A - a,, = Ay - g avec
g ¢ A treés proche de 1. On décompose g sous la forme g~ = au™u™ avec a € A et u™
et u~ des matrices unipotentes (respectivement triangulaires supérieure et inférieure)
tres proches de 1 avec disons u~ petit mais non trivial. Le groupe diagonal A normalise
les groupes U™ et U~ et les contracte (resp. dilate) : on peut ainsi trouver un grand
élément b € A qui contracte u™ (tout en dilatant u~) de sorte que u; := buTb™! soit
extrémement proche de 1 tandis que u; := bu~b~! lui atteint une taille macroscopique.
Finalement puisque Ag-bu, v € A- A et que Ag- A est compact, on obtient a la limite
(quand n T +00) un élément uy, € U~\{1} tel que Ag-ug, € A - A puis, en faisant agir
A & nouveau, on constate que A - A contient en fait toute I'orbite du sous-groupe a un
parametre U qui contient u__ . On peut donc appliquer Ratner !

(2)Signalons & ce propos que Einsiedler a récemment donné dans [17] une preuve simplifiée du théoreéme
de Ratner dans le cas particulier de ’action d’un sous-groupe semi-simple : la propriété de réductibilité
complete d’un groupe semi-simple simplifie grandement ’argument de dérive !
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Par Ratner A - A contient maintenant une orbite fermée Ay-H de H-volume invariant
fini ou H est un sous-groupe fermé normalisé par A. On conclut que Ag - AH est aussi
fermée de AH-covolume fini. A ce stade on n’a plus que deux possibilités pour AH :
soit c’est G = SL3(R) tout entier, soit c’est un sous-groupe localement isomorphe a
G Ls(R). Pour se débarrasser de ce dernier cas, il faut utiliser une propriété particuliere
de SL3(Z) qui n’est pas partagée par tous les réseaux de SL3(R) : les éléments semi-
simples d’ordre infini de SL3(Z) sont réguliers, or un réseau dans G Ls(R) intersecte le
centre non trivialement, donc contient un élément non régulier, i.e. avec deux valeurs
propres identiques. On conclut que AH = SL3(R) et que A- A = Q.

Cet argument, du moins la premiere partie, semble marcher aussi sur SLs(R) : en fait
on a triché au moment de passer de Ag-u_, a toute une orbite unipotente contenue dans
A - A. Pour cela il nous fallait faire agir & nouveau par un élément a € A qui fire Ay de
sorte que {a*u_a™* k € Z} soit dense dans U et ceci ne peut étre réalisé sur SLy(R)
car cette orbite est toujours discrete dans ce cas. Pour les détails de cette preuve ainsi
qu'une généralisation de ce théoreme d’isolation en dimension supérieure, on renvoie
a l'article de Lindenstrauss et Weiss [43] : en général il est nécessaire de prendre en
compte d’autres sous-groupes intermédiaires entre A et G (I’énoncé précédent reste
vrai cependant si la dimension d est un nombre premier). Notons finalement que, dans
I'argument ci-dessus, on peut remplacer A - A par n’importe quel fermé A-invariant F
s’accumulant sur une A-orbite compacte : la conclusion est que soit F' = () soit F
est une réunion finie d’orbites compactes. En particulier on voit qu’étant donnée une
A-orbite compacte Ag - A toute autre A-orbite compacte qui s’approche tres pres de
Ag - A doit partir tres loin a Uinfini dans  : cela justifie le terme d’isolation pour
désigner ce théoreme. La conjecture 4.1 entraine donc

CONJECTURE 4.4. — On fixe d > 3. Etant donné un compact K de ), il n’existe qu’un
nombre fini de A-orbites compactes contenues dans K.

Cette propriété particuliere de SL3(Z) de ne pas posséder d’éléments non réguliers
est claire : les valeurs propres d'un élément de SL3(Z) sont des unités algébriques dont
le produit vaut 1 et si deux d’entre elles sont égales alors le polynome caractéristique
n’est pas irréductible sur Q et possede ainsi une racine dans Q qui est donc +1, ce qui
force 1 et 4 pour les autres racines et on a donc affaire a un élément d’ordre fini.

Comme Mary Rees I’a mis en évidence pour la premiere fois dans ce contexte dy-
namique, on peut néanmoins construire des exemples de réseaux I' de G = SL3(R)
pour lesquels cette propriété n’est pas vérifiée, c’est-a-dire qu’il existe un 79 € I" non
régulier semi-simple d’ordre infini. L’existence de ces exemples est problématique de
plusieurs points de vue. Dans I'exemple de Rees le centralisateur H de 7 dans G est
localement isomorphe & G Ly(R) et H N T est un réseau de H ; ainsi I'\I'H, qui est une
sous-variété fermée de I'\G, est aussi un fibré en cercles au-dessus de I'\I'Hj, qui est
un quotient de volume fini de Hy ~ SLy(R). L’action de A est le produit d’une action
isométrique dans la fibre et du flot géodésique sur I'\I'H,. Ainsi toutes les pathologies
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du flot géodésique de SLy(R) apparaissent dans ce contexte. En particulier dans un tel
espace I'\G il y a pléthore de compacts A-invariants irréguliers : des fibrés en cercles
de compacts irréguliers invariants par le flot géodésique sur la surface hyperbolique
plongée ; ces compacts donnent aussi lieu a des mesures A-invariantes irrégulieres et qui
ont méme entropie positive au moins pour des directions de A transverses aux fibres.
On renvoie le lecteur a la section 9 de article de Einsiedler et Katok [18] pour une
description détaillée de ces exemples.

En résumé, ces exemples démontrent que toute généralisation hative de la conjecture
4.1 ci-dessus est vouée a ’échec. Margulis avait donc proposé dans [46] un énoncé
conjectural, décrivant 'adhérence dans I'\G des orbites d'un sous-groupe fermé de G,
énoncé qui englobait a la fois le théoreme de Ratner et les orbites des flots diagonaux
tout en tenant compte de la présence de ces exemples a la Rees. Malheureusement
méme cet énoncé s’est avéré insuffisant : Maucourant a en effet construit dans [49] un
nouvel exemple non algébrique d’adhérence d’orbite. Pour G = SL3(R) x SL3(R) et
I' = SL3(Z) x SL3(Z) il considere 'orbite par le sous-groupe de codimension un A; de
Ax A =R xR*2 défini par A\ /A3 = ps/p1 (ot diag(Ai, Xa, A3) et diag(pi, pi2, p13) sont
les deux composantes du tore diagonal) du point p := (Ag - u, Ag - u) ot u = u(1l) est
un élément unipotent non trivial du sous-groupe racinaire {u(t)}+cr associé a la racine
A1 — Az (coin supérieur droit) et ot Ay est un réseau dont la A-orbite est compacte. Vu
le choix de Ay, il est clair que p- A; évite 'ensemble C° x C*¢ ot C° est le complémentaire
du voisinage compact C' = Ag- A{u(t) }+cjo,1] de I'orbite compacte Ag- A. Ainsi p- A; n'est
pas dense et Maucourant vérifie, en utilisant le théoreme d’isolation de Lindenstrauss
et Weiss, qu’elle n’est pas non plus algébrique.

Dans cet exemple de Maucourant, le groupe A; n’est pas le tore maximal. Tout récem-
ment Shapira [69] a construit un autre exemple surprenant dans 2 = SL3(Z)\SL3(R)
cette fois-ci et avec le tore diagonal maximal A :

THEOREME 4.5 (Shapira [69]). — Soit d = 3. Il existe un réseau unimodulaire Ay € )
dont la A-orbite n’est pas dense et n’est pas contenue dans un sous-espace homogéne
fermé propre de €.

Le réseau dans l'exemple de Shapira peut étre pris simplement de la forme
Ag =72 - u,, (on rappelle la notation u,y : (z,y, 2) — (z,y +ax, z + bz)). Sa méthode
consiste a étudier le « minimum inhomogene » p(A) := sup,cgs infyen Fo(v +y) ou Fy
est la forme cubique Fy(z,y,2) = xyz et a vérifier que pour ces exemples p(Ag) > 0.
Mais une adaptation de la preuve du théoreme d’isolation lui permet d’établir que
w(A) = 0 des que A- A contient une orbite compacte, en particulier dés que A - A
est dense. Cela prouve la non-densité; pour obtenir la seconde assertion, il faut faire
varier a et tirer parti du fait qu’il n’y a qu'un nombre dénombrable de sous-espaces
homogenes fermés.

Dans 'exemple de Cassels décrit au paragraphe précédent, la suite de A-orbites com-
pactes s’accumule sur la A-orbite (fermée mais non compacte) de Z<. Ainsi il peut
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exister des fermés A-invariants non algébriques de 2 qui contiennent une infinité de
A-orbites compactes.

Pour une description des A-orbites fermées (compactes ou non) voir l'article de To-
manov et Weiss [71] ou il est montré entre autres qu'une A-orbite est fermée si et
seulement si c’est la translatée de l'orbite d'un Q-tore et a l'article de Tomanov [70]
pour le cas S-arithmétique et ’application concrete suivante : si f =1y - ... - [ est un
produit de k < d formes linéaires reélles linéairement indépendantes tel que f(Z%) soit
discret dans R, alors f est proportionnel a un polynome a coefficients entiers. Dans I’ap-
pendice de [71], on trouve aussi une preuve due a Margulis de la propriété structurelle
importante suivante :

PROPOSITION 4.6. — 1[I existe un compact C' de 2 qui rencontre toutes les A-orbites.

La preuve de ce résultat est basée sur le critere de Mahler et un tres joli jeu
d’élimination des petits vecteurs d’un réseau qui rappelle le fameux lemme de Kazhdan
et Margulis ([58] Chapitre 8).

5. DYNAMIQUE DES FLOTS DIAGONAUX DANS () : CLASSIFICA-
TION DES MESURES INVARIANTES, CONDITION D’ENTROPIE
POSITIVE ET PRINCIPE DE LINNIK

Comme dans le théoreme de Ratner, qui classifiait d’abord les mesures invariantes
par un flot unipotent et ensuite les fermés invariants, on s’attend a ce que les mesures
A-invariantes soient plus faciles a décrire que les fermés A-invariants. Par exemple,
considérons dans € = I'\G pour d = 3 l'orbite A - A d’un réseau A qui intersecte Z?2
en un réseau Azz dont l'orbite par le flot diagonal (la partie de A qui préserve R?)
est irréguliere dans SLo(Z)\SLy(R). Alors A - A est irréguliere, mais en raison de la
récurrence de Poincaré (il y a un sous-groupe {a;}; de A tel que A - A — o0), celle-ci
ne supporte aucune mesure A-invariante finie.

La conjecture suivante est formulée par Margulis dans ([46]) et précisée par Lin-
denstrauss dans ([41]). Disons que l'orbite A - A a « un facteur de rang 1 » s'il existe
un sous-groupe fermé F' de G contenant A et un morphisme surjectif de groupes de

Lie F % L vers un groupe de Lie L tel que A - F soit fermé, ¢(Fa) soit fermé — on
Fa={feF,A-f=A}—et ¢(A) soit un groupe a un parametre non Ad-unipotent
de L.

CONJECTURE 5.1. — Soit 1 une mesure de probabilité A-invariante et A-ergodique sur
Q =T\G. Supposons que pour p-presque tout A € Q lorbite A- A n’a pas de facteur de
rang 1. Alors p est algébrique — i.e. est la mesure de Haar normalisée d’un sous-espace
homogene de §2.
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Notons que lorsque d = 3 et I' = SL3(Z) la condition d’absence d’orbite avec facteur
de rang 1 est toujours satisfaite. Les exemples de Rees mentionnés ci-dessus démontrent
que ce proviso est néanmoins nécessaire en dimension plus grande ou pour d’autres
réseaux.

D’un certain point de vue, cette conjecture est ’analogue pour ’espace des réseaux de
la célebre conjecture de Furstenberg : toute mesure de probabilité non atomique sur le
cercle invariante par la multiplication par 2 et par la multiplication par 3 est-elle égale a
la mesure de Lebesgue ? Rudolph [65] a démontré la conjecture de Furstenberg sous I’hy-
pothese supplémentaire que la mesure a de ’entropie positive par rapport a la multipli-
cation par 2, disons. De fagon analogue, le théoreme de Einsiedler-Katok-Lindenstrauss,
théoreme 1.1 ci-dessus, répond a la conjecture 5.1 sous I’hypothese supplémentaire d’en-
tropie positive par rapport a une direction du groupe diagonal A.

La preuve de Einsiedler-Katok-Lindenstrauss est basée sur deux méthodes de natures
assez distinctes. La premiere, dite de haute entropie, tire ses origines dans les articles
de Katok-Spatzier [37] et Einsiedler-Katok [18]. L’idée maitresse consiste a tirer parti
du fait que le systéme dynamique (€2, A, ) est partiellement hyperbolique et possede
un feuilletage stable et instable correspondant aux orbites des groupes racinaires
unipotents normalisés par A : on peut alors découper p en tranches le long de ces
feuilletages, c’est-a-dire étudier les mesures conditionnelles (d’une certaine fagon c’est
la que réside le principal avantage des mesures par rapport aux fermés : on peut mieux
les découper). A chaque sous-groupe racinaire unipotent est associée une famille de
mesures conditionnelles aussi appelées « mesures de feuille » — leafwise measures —
et I'entropie totale de la mesure se scinde en contributions distinctes propres aux
différentes feuilles (formule de Ledrappier-Young [40]). En particulier une condition
plus ou moins forte d’entropie positive sur g pour un élément a € A entraine que
les mesures de feuille associées a un nombre plus ou moins grand de racines sont
non atomiques. La méthode de [18] permet de montrer que, si les mesures de feuille
associées a toutes les racines de G sont non atomiques, alors p est invariante par
rapport a tous les sous-groupes racinaires et donc est G-invariante. Dans son travail
sur la conjecture d’unique ergodicité quantique Elon Lindenstrauss [42] a mis en ceuvre
une autre méthode, dite de basse entropie, dont I’analogue dans notre contexte permet
d’obtenir la méme conclusion en supposant seulement que les mesures de feuille sont
non atomiques pour un certain nombre de racines (quand d = 3 une suffit). Sa méthode
est inspirée de la preuve de Host [36] du théoreme de Rudolph qui utilise la récurrence
comme substitut a I’entropie positive, ainsi que de plusieurs arguments introduits par
Ratner dans son étude des flots unipotents [59], [60], [61], [62]. Nous n’en dirons pas
davantage sur ces travaux remarquables et renvoyons le lecteur aux articles originaux
et aux nombreux survols écrits sur le sujet, notamment [21], [3], [73].
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5.1. Rappels sur ’entropie®

Soit (X, B, i) un espace mesuré muni d'une mesure de probabilité p. Soit 7" une
transformation mesurable de X qui préserve la mesure p. Soit P une partition finie
de X en parties mesurables appelées atomes de P. L’entropie de la partition P est par
définition

H,(P) = —u(C)log u(C).
ceP
On note PV Q le joint de P et Q, i.e. la partition obtenue en prenant les intersections
des parties de P avec celles de Q. On note [z]p 'atome de € X pour P, i.e. I'élément C'
de la partition P qui contient x. Aussi TP est la partition {T7'C}cep. On définit
I’entropie de T" par rapport a P comme la limite
h,(T,P) = lim lHH(vg_lT_kP),

n—-+oo N,

et U'entropie de T' comme le supremum h,(T") des h,(T,P) ou P varie parmi toutes les
partitions mesurables finies de X. Les propriétés de base de ’entropie dont nous aurons
besoin sont les suivantes :

1) La sous-additivité : H,(PV Q) < H,(P)+ H,(Q).

2) L’invariance : H,(T~'P) = H,(P).

3) La génération : si {T‘kP}k>0 engendre la tribu B alors h,(T) = h,(T,P).

4) La décomposition ergodique : si p = J= pedv(§) est une décomposition de p en
composantes ergodiques pour T, alors hy,(T') = [ hy, (T)dv(§).

5.2. Principe de Linnik

Donnons maintenant 1’idée de la démonstration de la proposition 1.4 de I'introduction.
Il s’agit d’établir une borne inférieure sur ’entropie de toute mesure limite pio,. Modulo
quelques difficultés purement techniques dues au fait que 'on travaille dans un espace
non compact I'\G, il se trouve que moyennant la définition et les propriétés de base
de 'entropie rappelées ci-dessus cette borne inférieure résulte presque directement de
la séparation des A-orbites compactes de discriminant au plus D (proposition 2.4 ci-
dessus).

En effet donnons I'argument en substance. Soit a € A un élément régulier. Si P est
une partition finie de X = Q = I'\G, on va s’intéresser a P™ := V™ TKP ou T, est la
translation a droite par a. Le point clé est que notre systeme dynamique est partielle-
ment hyperbolique : T, contracte exponentiellement une partie de 'espace tangent g+
(correspondant a la somme des espaces propres des racines positives Y . 8q), dilate
g7 = D .0 8a et laisse inchangée la direction du tore Lie(A) = go. Ainsi (et c’est la que
quelques difficultés techniques apparaissent liées a la non-compacité de I'\G) lorsque m

K

est grand les atomes de P™ sont inclus dans des e ""-voisinages de morceaux de taille

®)Voir le livre de Einsiedler et Ward [25].
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fixe (i.e. de A-volume borné) de A-orbites, ot £ > 0 mesure le coefficient de contrac-
tion/dilatation de T, coefficient qui dépend de la distance de a aux murs de la chambre
de Weyl, i.e. a la plus petite valeur de |a(a)| pour o une racine (ici, différence entre
deux valeurs propres de a).

Rappelons maintenant le lemme 2.4 de séparation des orbites : les orbites dans le
support de p, sont D, “-séparées. Choisissons m de sorte que e " ~ D_*. Il résulte
que chaque atome [z]pm de P™ intersecte au plus une orbite compacte présente dans
la réunion d’orbites Y, et donc vérifie p,([z]pn) = O(vol(Y,)™') = O(D,*). Par
suite H,,,(P™) > plogD,, ~ p%m. Maintenant, par sous-additivité et invariance de
I'entropie, H,, (P™) < (2m + 1) - H,, (P) et H, (P) > 2p%. Faisant tendre n vers
Iinfini on obtient H, (P) > 2p%. Mais ce raisonnement peut étre répété verbatim
avec PP pour un entier p € N a la place de P. On obtient alors H,_(P?) > 2p%p, et en
faisant tendre p vers l'infini, h,_(7,) > 2p§. CQFD.

6. PAQUETS ET FORMULATION ADELIQUE

Lorsque d = 2, I’étude des paquets de A-orbites compactes remonte implicitement
a Gauss dans les Disquitiones lorsque celui-ci étudie les formes quadratiques a deux
variables et a coefficients entiers a changement de variables a coefficients entiers pres.
A chaque telle classe de formes quadratiques az? + bry + cy? avec pged(a,b,c) = 1
on peut associer le discriminant D = b? — 4ac et si D > 0 la géodésique du demi-
plan supérieur H? reliant les deux racines réelles du trinome. Ces géodésiques sont
fermées dans la surface modulaire SLy(Z)\H?. Gauss montre que le nombre de classes
d’équivalence de formes ayant méme discriminant D est fini et que cet ensemble de
classes s’identifie au groupe des classes d’idéaux du corps quadratique Q(\/E) Ce sont
la les paquets d’orbites. On renvoie le lecteur a [34] pour un excellent résumé du cas
d = 2 et du théoreme d’équidistribution correspondant, i.e. le théoréeme de Duke (voir
aussi les travaux antérieurs de Zelditch [77]).

Décrivons maintenant ces paquets en dimension supérieure. Soit K un corps de
nombres totalement réel et de degré d sur Q. La construction des orbites compactes
décrite au §2 permet notamment d’associer une orbite compacte a chaque idéal I de
I’anneau des entiers Ok de K, ou plus précisément a chaque classe d’idéal, car deux
réseaux de K égaux a homothétie pres par un scalaire non nul de K donnent lieu aux
mémes A-orbites compactes. Plus généralement si L est un réseau de K (i.e. un sous-Z-
module de rang d) alors on peut considérer les réseaux de la forme I- L ou I varie parmi
les idéaux inversibles de 'ordre Of, = {x € K,zL C L}. Ceci nous donne une action
bien définie du groupe de Picard de I'ordre Op, sur I'ensemble des A-orbites compactes
dont 'ordre associé est Op. Cette action est sans point fixe. Une classe d’équivalence
pour cette relation est appelée un paquet d’orbites. On a (cf. [53] 1.12.6) :
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PROPOSITION 6.1. — Les A-orbites compactes (K, [L],0) et (K,[L'],0) associées a
deuz réseauxr L et L' de K sont dans le méme paquet si et seulement si ils sont lo-
calement égaux a un scalaire pres, i.e. si pour tout mombre premier p, il existe un
élément inversible A, de K ®q Q) tel que L ®z Z, = \,(L' @3 Z,).

On peut aussi décrire un paquet en termes du Q-tore associé au réseau L. Le
bon cadre pour cela est le cadre adélique. Soit donc A I'anneau des adeles sur Q et
Ky un sous-groupe compact ouvert des adeles finies G(Ay) ou G = PGLqy tel que
I'=G(Q)N Ky =PGL4Z). On pose Xg = G(Q)\G(A)/K;. D’apres la finitude du
nombre de classes de G (voir [57] ch. 5), l'espace X¢ est une réunion finie de copies
de T\G(R). On note X2 la composante I'\G(R) correspondant & la double classe de
l'identité dans G(Ay) i.e. G(Q) K.

Soit A le tore diagonal de PGL4(R) et T un Q-tore Q-anisotrope et R-déployé de G
et soit ¢ = (goo, 1) € G(A), tel que T(R) = gooAgy!. On considere ['orbite torique
homogéne T(Q)\T(A)g vue comme partie de G(Q)\G(A) et on pose

S(T,g) := T(Q\T(A)gK;/Ky.
Cette partie est située dans la composante X2 = T'\G(R) = . La finitude du nombre de
classes de T et de G permet d’écrire T(A ) Ky = UiT(Q)a; 'u; Ky ot o € G(Q)NG(Ay)
et u; € G(Ay) est un représentant de G(Q)\G(Ay)/Ky. Et puisque g commute a G(Ay)
on obtient

(1) S(T,g9) = U,GQ\G(Q)(T(R)g, w; Ks)/ Ky = U;I' N T;(R)\T;(R)h; = U;I'\I'h; A

ol hi = igs et T; = a;Ta; ! avec a; € G(Q) N KT (Ay). On vérifie sans difficulté la
proposition suivante (cf. [24]).

PROPOSITION 6.2. — Les S(T,g) ot T et g = (goo, 1) warient parmi les Q-tores
Q-anisotropes de G tels que T(R) = gooAgx! forment une partition de ’ensemble des
A-orbites compactes. Ce sont exactement les paquets : deur A-orbites sont dans le
méme paquet si et seulement si elles appartiennent o un méme S(T,g). Le groupe des
classes T(Q)\T(Af)/(T(Af) N Ky) agit simplement transitivement sur S(T, g). De plus
deur A-orbites situées dans le méme paquet ont méme volume et méme discriminant.

Si (Ty,g1) et (Ta, g2) sont les données associées a deux orbites compactes I'\I'g; A et
['\I'g,A alors celles-ci appartiennent au méme paquet si et seulement si Ty = 0T10
et go = dtgy ou 0 € G(Q) N KfTi(Ay) et t € Ty(R). Ainsi les orbites com-
pactes d’'un méme paquet sont paramétrées par l'ensemble des doubles classes
(G(Q)NKp)\G(Q) N KfT1(Af)/T1(Q), qui lui-méme s’identifie au groupe des classes
(T1(Af) N K¢)\T1(Af)/T1(Q), i.e. le groupe de Picard de l'ordre correspondant.

L’estimation de volume suivante résulte de la borne inférieure de Brauer-Siegel sur
le résidu au pole de la fonction zeta de Dedekind d’un corps de nombres K (cf. [39]) :

PROPOSITION 6.3 ([24] Theorem 4.8.). — Le volume total A-invariant vol(Y) d’un pa-

quet Y de discriminant D vérifie logvol(Y) = £ log D + o(log D).
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Dans une série d’articles antérieurs (en particulier [10]) Clozel et Ullmo ont
systématisé ’étude des paquets S(H, g) et de leur répartition a d’autres sous-groupes H.
Soit G un Q-groupe semi-simple, K; un sous-groupe compact ouvert des adeles finies
de G sur Q. On pose G = G(R)" la composante connexe (topologique) de I'identité,
GQ)" = GQ)NGR)", G(A)* = GR)TG(Af) et I' = G(Q)"'NK;. L'ensemble
X¢ = G(Q)*\G(A)"/K; est une réunion finie de G orbites : on note Q@ = I'\G la
double classe de lidentité. Pour ¢ = (goo, 1) € G(A), comme précédemment on pose
S(H, g) := H(Q)"\H(A)Tg/H(A) N K; vu comme partie de Xg et S°(H, g) lintersec-
tion avec 2. On note a la donnée o = (H, g). Soit p1, la mesure g 'H(R) " g..-invariante
sur S°(H, g). Clozel et Ullmo conjecturent (voir [10] p. 1258 pour une forme plus faible
sans les g,) :

CONJECTURE 6.4. — Soit (H,, ga)a une suite stricte de Q-groupes sans Q-caractéres
non triviaur avec go = (goo, 1) € G(Aq). Alors la suite de mesures de probabilité ji,
converge vers la mesure de Haar sur I'\G.

La suite (H,, go)a est dite stricte si pour tout Q-sous-groupe L de G et tout g € G(A)
tel que S(LL,g) # Q il n’y a qu'un nombre fini de « tels que S°(H,, g,) € S°(L, g).
C’est clairement une condition nécessaire.

Le théoreme 1.6 de Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh, résultat principal
qui nous occupe dans ce Bourbaki, correspond a 1’énoncé précédent dans le cas particu-
lier ou G = PGL3 et H,, est une suite de tores maximaux anisotropes sur Q et déployés
sur R. Antérieurement, Clozel et Ullmo dans [10] ainsi que Cohen [12] et Zhang [78],
ont traité le cas de PG Ly conditionnellement & la sous-convexité, condition levée par
Venkatesh dans [74]. On renvoie au troisieme article [23] pour plus d’information sur le
cas G = PGLs.

Le cas ou les H,, sont semi-simples a été étudié par différents auteurs. Dans [10] Clo-
zel et Ullmo observent que, dans le cas particulier ou les g, sont tous égaux a l'identité
et les H,(R) sont sans facteurs compacts, la conjecture 6.4 est un corollaire des fameux
théoremes de Ratner et Mozes-Shah sur la classification des mesures invariantes par
les flots unipotents. Dans un impressionnant travail récent [33] de Gorodnik et Oh, ce
résultat est grandement étendu au cas ot on permet aux g, de varier et ou les H, sont
semi-simples et possedent une place ot ils sont simultanément isotropes; leur résultat
décrit méme les mesures limites possibles sans la condition de suite « stricte ». En fait,
Gorodnik et Oh formulent et démontrent un résultat plus fort, a savoir I’'équidistribution
adélique, i.e. dans G(Q)\G(A). C’est aussi sous cette forme qu’est démontré le théoreme
1.6 dans [24]. Cette généralisation est cruciale pour les applications arithmétiques tel
le comptage des points S-entiers ou des points rationnels de hauteur bornée dans une
variété homogene (i.e. X = G/H). On renvoie au survol de Oh [55] pour une introduc-
tion claire a ce travail ainsi que pour les applications arithmétiques au comptage de
points (conjecture de Manin).
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7. SERIES D’EISENSTEIN ET SOUS-CONVEXITE

Pour montrer 1’équidistribution d’une suite de mesures (par exemple comme dans le
théoreme 1.6) deux méthodes s’offrent a nous a priori : ou bien utiliser I'analyse har-
monique en vérifiant le critere de Weyl pour I’équidistribution (ici montrer que chaque
composante de la décomposition spectrale de L?(I'\G) a une intégrale par rapport & i,
qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini, sauf pour les fonctions constantes) ou bien
utiliser la théorie ergodique en montrant la rigidité des mesures valeurs d’adhérence de
la suite p,. La premiere méthode est celle utilisée par Duke dans le cas d = 2. Quand
d > 3 cette méthode n’est plus si aisée a mettre en ceuvre parce qu'on n’a de lien
direct avec les fonctions L que pour une petite partie du spectre, i.e. les séries de Siegel-
Eisenstein, et on ne s’attend pas a ce qu'un lien semblable existe pour le reste de la
décomposition spectrale de L?(I'\@) en particulier pour sa partie cuspidale. La seconde
méthode, ergodique, n’est pas non plus suffisante car elle ne permet pas par exemple
de controler la fuite de masse ni d’exclure la possibilité de plusieurs composantes er-
godiques a la limite. Le succes de 'approche de Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et
Venkatesh dans [24] réside dans la combinaison des deux approches. Le critere de Weyl
est vérifié sur les séries de Siegel-Eisenstein. C’est le corollaire 7.4 ci-dessous. Comme
nous l'expliquons plus bas il résulte, via la formule de Hecke, de la sous-convexité des
fonctions zeta de Dedekind associées ainsi que d’un calcul local. Mais le point clé est
que 'équidistribution des séries de Siegel-Eisenstein est suffisante a la fois pour exclure
I’éventualité d’une fuite de masse et pour montrer que toute composante ergodique de
toute mesure limite a de ’entropie positive. Il suffit alors d’utiliser le théoreme 1.1 pour
conclure. Voici maintenant plus de détails.

7.1. Séries de Siegel-Eisenstein

Soit f une fonction continue a support compact inclus dans R?\{0}. La transformée
de Siegel de f est la fonction définie sur I'espace des réseaux Q2 = SL4(Z)\SL4(R) par

fla)= > f).

veA\{0}

Cette fonction est dans L% ¢(Q). L’identité suivante, dite formule de Siegel, relie
l'intégrale de f sur € avec I'intégrale de f sur R? :

(2) N fla)de = /Q FdA

oll dA est la mesure de Haar normalisée sur €2 et dz la mesure de Lebesgue sur R?. Cette
formule est facile a vérifier, en effet, f — fQ fdA définit une fonctionnelle continue sur
C.(RN{0}) invariante par SL4(R). Une telle mesure est nécessairement de la forme
adx + 38. Le critere de Mahler implique que 3 = 0 et en prenant f;(x) := t?f(tx) la
transformée ﬁ devient une somme de Riemann pour ¢ — 0 qui tend point par point
vers le membre de gauche de (2), donc o« = 1 par convergence dominée.
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Afin de faire le lien avec les fonctions L on construit la série de Siegel-Fisenstein
de f en appliquant la transformée de Mellin a f (i.e. la transformée de Fourier sur R*

multiplicatif ¢’est-a-dire fs(v fR* f(tv)t*d*t on d*t = iﬁ) puis en posant
Ef(saA) = fS(A) = Z fs(v)
veA\{0}

Cette série converge si Re(s) > d. C’est une forme automorphe qui admet un prolon-
gement méromorphe a tout le plan complexe avec pour seuls poles 0 et d. Elle vérifie
de plus une équation fonctionnelle reliant ses valeurs de part et d’autre de la droite
critique Re(s) = 4.

Le résidu en s = d se calcule aisément, il vaut fRd f(z)dz. Pour retrouver f, la

transformée de Siegel de f, on applique la transformée de Mellin inverse, i.e.
ds

fo=[ By
Re(s)=0>d 2m

On peut alors déplacer le contour d’intégration vers la droite critique, i.e.

ds
omi

) fiay— [ ste= [ i85

Il va étre utile et méme nécessaire pour la suite de raisonner adéliquement et de
réécrire Ef(s,A) apres un calcul immédiat sous la forme plus générale

@) Byl ) = |detgul? - Ey(sig) = [detgu ™ [ 3 wiutglea
VA vega(o}

o d*t est la mesure de Haar normalisée sur Q*\Ag, ¥(v) = f(ve)ly,(vy) si

0= (Voo,v5) € A et Up = [TV 7Y, g = (9o, 1) € G(A), G = PGLg, et Z - goo = A.

Noter que Ey(s,g) est bien défini pour tout g € G(A), G = PGLg, et Re(s) > d. Noter

aussi, vu la forme de v, que Ew(s gk) = Ew(s g) pour tout k € K.

7.2. Formule de Hecke pour les intégrales toroidales

Dans l'optique du théoreme 1.6 la quantité qui nous intéresse est fQ fd,un; c’est
I'intégrale de fpar rapport a un paquet d’orbites. A la lumiere de (3), il nous suffit de
calculer [, Ey(s, A)dpu, sur la droite critique Re(s) = 4. La formule de Hecke (voir &
ce titre 'exposé de Wielonsky [75]) relie cette intégrale a un produit eulérien qui fait
intervenir a la fois la fonction zeta de Dedekind (x(s) = [],cy, Cx,(s) du corps de
nombres K associé au paquet et un nombre fini de facteurs locaux I, pour p divisant
le discriminant du paquet. Explicitons-la.

Soit A+ A une A-orbite compacte et (K, [L], o) la donnée associée (cf. §2). Le corps K
est identifié a une sous-Q-algebre ¢(K') de M;(Q) égale a tg ou t est l'algebre de Lie
du Q-tore Q-anisotrope T associé a I'orbite. On fixe une identification de K avec Q¢ en
posant ¢ : K — Q% 1(y) = e1 - ¢(y) ol e; est le premier vecteur de la base canonique

deQletye K 2, M;(Q).
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PROPOSITION 7.1 (formule de Hecke). — Soit Y,, un paquet de A-orbites compactes de
discriminant D et p, la probabilité A-invariante associée. Alors

(5) /QEf(S’A d,LLn V/ ng ‘ |s/dd>< _ H

o on a noté A = Zgs, 9 = (goo, 1), Vi g(y) = Y((y)g) avec L(y) = e -y et
Y(v) = f(veo)lu,(vy), @y = [lyev, @Yo est la mesure de Haar sur Ay définie

par la normalisation d*y,(Ok, ) = disc(K,)"2, V = volg<y (AR)/K™)), Ck,(s) =
[L, Cx.(5) et i, (s) = (1 —¢q,%)~" ot g, est le cardinal du corps résiduel de K,, et

I =[x lzg@@))yl/ “d*y o K, = K ©g @, = [, Ko et lyly = [L,, lulo pour p
premier ou oQ.

CK,, a)

Preuve : Notons que g = (goo, 1) et Ky commutent et Ew(s, kg) = Ew(s,g) sik e K.
Mais par (

1 _
/ Byls, A)dun(8) = vol(Yy) Z /Amhlrh.\A | det hia|8/d s, hya)da
1 ~
= det tg|¥/?® . E, (s, tg)dt

1/ o s/d
= 1 Ey(s,tg)lt], dt
V Jr@\1a) "

ou dt est la mesure de Haar sur T(Q)\T(A) image de la mesure d*y par l'isomor-
phisme entre (K*\A%)/(Q*\Ag) et T(Q)\T(A) induit par ¢ et V le volume total de
T(Q)\T(A). Via cet isomorphisme on calcule facilement la derniere expression en injec-

tant (4) et en dévissant :

1
(6) 1 / By(s, ta) |t/ dt = / breg ()l "y,
V Jr\ra)

Enfin la quantité [ = [ Ax 1/1K,g(y)|y|z/§dxy se factorise en un produit de facteurs locaux
I = ]I, 1, ou p parcourt les nombres premiers et co. Si p { D alors [, = Hv|p I, et
comme g, g,(y) = lo,, , par un calcul facile I, = (x,(3), ce qui permet de mettre (6)
sous la forme voulue.

7.3. Sous-convexité

Il s’agit maintenant de majorer chacun des facteurs de la formule de Hecke sur la
droite critique Re(s) = 4. Le facteur de volume 3 est un O.(DF) par Brauer-Siegel.
Comme conséquence triviale du théoreme des nombres premiers, le nombre n(D) de p
qui divisent D est un o(log D), ainsi [[,,, ke, (2)]7 < 27P) est aussi un O.(Df) si
Re(s) = £. Reste donc (x(2) et les I,. Lorsque d = 3, on dispose de I’estimation
de sous-convexité pour la fonction zeta de Dedekind (qui suit des résultats de Duke-
Friedlander-Iwaniec [16] et Blomer-Harcos-Michel [4]) :
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THEOREME 7.2 (sous-convexité pour les corps cubiques [16], [4])
1l existe des constantes N, 0 > 0 telles que, pour tout corps de nombres K de degré 3
1

sur Q, on ait sur la droite critique Re(s) = 5

(7) [k ()] < (14 [Tm(s) )N - disc(K)1~*
ot la constante implicite dans < est indépendante de K.

A la place infinie nous avions I.(f) = f(K®R)X fler - goodiag(y))|y|¥/4d*y =

f(Rd)X f)ly 3% ou |yl = Hle |y:|. Supposons f lisse : on remarque que sur toute
droite verticale Re(s) = o, la quantité I.(f) = f(Rd)X f()|ylid*y est la transformée
de Fourier d'une fonction de C°(R?) et donc, pour tout M > 0,

(8) Ioo(f) <arg (1 + [Im(s)]) ™"

sur la droite critique.

Aux places finies nous avions I, = prX 1Zg(b(y))]y|;/ddxy, avec d*y = ng(l)g—?p
et volgy(Ok,) = (discK,)~V/? ot Ok, = [, Ok, L'estimée clé de [24] est la borne
suivante établie par Einsiedler, Lindenstrauss, Michel et Venkatesh en toute dimension :

PROPOSITION 7.3. — Il eziste a = a(d) > 0 tel que sur la droite Re(s) = % et pour
tout € > 0 on ait
(9) 12| <. D disc(r) =5 - D\

D P disc(K)

Finalement la combinaison de (5), (7), (8) avec M > N et (9) donne immédiatement
le résultat d’équidistribution escompté :

COROLLAIRE 7.4. — Fizons d = 3. Soit f une fonction C* a support compact dans
RN{0}. Alors [, fdp, — [pa f(2)da.

Notons que quand n tend vers +oo le discriminant D,, du paquet Y, lui aussi tend
vers +00 mais que disc(K) peut ou non rester borné. S'il reste borné — par exemple
si K est fixe — alors on peut se passer de (7) et (9) suffit a établir ’équidistribution,
valable alors en toute dimension.

Disons maintenant quelques mots sur la proposition 7.3, qui occupe la majeure
partie de [24]. L’isomorphisme ¢ : K, = K ® Q, — Qg, qui code la facon dont le
tore T associé au paquet est plongé dans PG Ly, identifie la norme naturelle de K, i.e.
Nk, (y) = max,, Nk, g, (%), & une norme, disons Ny(z) := N, (¢7'2), sur Q% D’autre
part nous disposons de la norme standard sur Q¢ associée & ZZ, i.e. Ny(z) = max |z]. A
chacune de ces normes correspond un réseau de Qg —i.e. un Z,-module libre de rang d —
qui est 'ensemble des points de norme < 1, soit «(Ok,) pour N, et Zg pour Ny. Mais

GL4(Q,) agit transitivement sur les réseaux et il existe donc h, € GL4(Q,) tel que
Ny(2) = No(zhy).
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Pour avoir (9) il nous suffit d’établir

D —Q
Iy, —1/2d p
/K-x No(uy)<1/Yl V< disc(K,)

P

N|=

(10) Jp = (volgy {No(ry) < 1})”

pour chaque p divisant D = [[ D, (D, est de discriminant local de I'ordre O associé au
paquet). En effet volg, {No(1y) < 1} = | det h,|(discK,)™'/? car dans notre normalisa-
tion volay(Ok,) = (discK,)™"/2. Mais I'isomorphisme Ax — A, préserve la mesure car
il envoie K sur Q7 et nous avions volay(Ax/K) = 1. Ainsi [T, | det hy|(discK,) ™/ = 1.

Comme (g, (1) < 1, on peut écrire sur la droite critique |/,| < %Jp, d’ou (9).
Le point est donc de borner J,, i.e. montrer (10). C’est une tres jolie méthode
géométrique, inspirée de [10], qui est mise en ceuvre dans [24] a cette fin. Cette quantité
dépend de la norme Ny(ty) sur K, et méme seulement de la classe d’homothétie de
la norme (& un scalaire de QQ, pres) : on peut donc la voir comme une fonction sur
I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL4(Q,) qui par définition est l'espace des normes
— ou des Z,réseaux — de QZ a homothétie pres. Le point clé est de montrer que
Jp décroit exponentiellement en fonction de la distance combinatoire dans I'immeuble
entre No(wy) — ie. Z2 dans Q7 — et le sous-immeuble formé de Porbite de N, sous
Paction de K¢ — i.e. les réseaux 1(tOk,), t € K, dans @Z. Cette orbite correspond
a un appartement de I'immeuble dans le cas ou p est totalement décomposé dans K.

De plus cette distance combinatoire (notée n) est minorée par log, (%) :en
p

effet si p”Zg < ((tOk,) < Zg pour un certain ¢ € K alors p"Og, < O, < Ok,
car l'ordre local associé au paquet est par définition O, = {z € Kp,Zgé(x) - ZZ}.
Mais le discriminant local est D, = [0} : O] et discK, = [0 : Og,] ou Oy (resp.
O%,) est le dual de O, via la forme trace; par dualité Oy < O, < p~"Oj et donc
D, < p*™discK,. Ceci donne donc (10) moyennant cette affirmation concernant la
décroissance exponentielle de J, en fonction de la distance de Ny(ty) a la K f-orbite
de N,. Cette derniere assertion est obtenue en identifiant J, a 'intégrale sur K/Q,
d’un coefficient de matrice (y - Fy, Fy) pour la représentation unitaire L?(P4~1(Q,)) de
PGL4(Q,) et en faisant usage des bornes exponentielles classiques sur ces coefficients

via la fontion = d’Harish-Chandra (cf. [24] §9.16).

7.4. Preuve du théoréme 1.6

Soit o une limite faible des mesures p,. Il nous suffit de montrer tout d’abord que
llso €st bien une probabilité, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de fuite de masse, puis que fioo
a de I'entropie positive par rapport a au moins un sous-groupe a un parametre de A.
Le théoreme sera alors une conséquence immédiate du théoreme 1.1.

Ces deux propriétés vont résulter du corollaire 7.4 c’est-a-dire de I’équidistribution
des transformées de Siegel. Soit f une approximation lisse a la fonction indicatrice

15(0,) de la boule de rayon e centrée en 0 dans R Alors f(A) domine la fonction
indicatrice du voisinage ).« de l'infini dans €2 défini au §3 et donné par le critere de
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Mahler, i.e. f(A) > 1q_,(A). Le corollaire 7.4 implique donc que fioo(Q2.4) = O(e?). En
particulier p,, est une probabilité, i.e. il n’y a pas de fuite de masse (ou en d’autres
termes encore la famille {p,}, est tendue). De fagon similaire, si cette fois f est une
approximation lisse a la fonction indicatrice 1p(, ) de la boule euclidienne de rayon e
centrée en v # 0 dans R alors f(A) domine la fonction indicatrice de la boule B(A, £)
(pour une métrique riemannienne quelconque fixée a I'avance) de rayon O(g) au voisi-
nage de tout réseau A de € qui contient v. Ainsi ps(B(A,¢)) = O(e?). La preuve du

théoreme est donc terminée a la lumiere du fait classique suivant :

LEMME 7.5. — Soit « > d — 1. Soit a un élément réqulier de A. Soit p une mesure
A-invariante sur Q telle que u(B(A,€)) = O(e®) uniformément pour A variant dans
un compact de €. Alors h%(a) > 0 pour presque toute composante ergodique [t de [i.

Preuve : vérifions d’abord que h,(a) > 0. Ceci résulte de la définition de I'entropie
(cf. §5.1 pour un rappel) et du fait que le systeme dynamique (2, T,, ) est partielle-
ment hyperbolique (7, est la translation par a) avec un sous-fibré tangent stable de
dimension égale au rang de G soit d — 1. En effet, si P est une partition fixe assez

fine de Q alors les atomes de P™ = V™ T*P sont contenus dans des e="™

-voisinages
de morceaux de taille fixe (i.e. de A-volume borné) de A-orbites, ou x > 0 mesure
le coefficient de contraction/dilatation de T,, coefficient qui dépend de la distance de
a aux murs de la chambre de Weyl. Ces atomes [z|pm peuvent donc étre recouverts
par au plus (e*™)4m4 boules de rayon e ™. La condition u(B(A,¢)) = O(g) avec
a > d—1 entraine alors p([z]pm) = O(e~(@=(@=1)rm) ot donc H,(P™) > (a—(d—1))xm,
ie. hy(Ta) > hy(To,P) > (@ — (d —1))5 > 0.

Soit maintenant p = [2 pedv(€) une décomposition ergodique de p. Si hy, (a) = 0
pour tout & € =3, un sous-ensemble de v-mesure strictement positive, alors
[y = ﬁon pedv(§) vérifie hy,(a) = 0 d’apres le point 4) du §5.1. Mais p do-
mine v(Z) - po, en particulier pug(B(A,€)) < ﬁu(B(A,g)) = Oa(e”) avec a > d — 1.
Comme précédemment ceci entraine hy,,(a) > 0, une contradiction. CQF'D.

Remarque. Notons que ’équidistribution dans le théoreme 1.6 ou dans la conjec-
ture 1.3 pourrait étre le reflet de deux phénomenes a priori distincts : ou bien Y, est
constitué de nombreuses orbites de volume assez petit qui sont individuellement mal
équidistribuées mais qui néanmoins sont placées dans 2 = I'\G de facon homogene et
bien répartie, ou bien il se pourrait qu’au contraire le nombres d’orbites dans Y,, est
moindre et la plupart des orbites de Y,, sont déja individuellement bien équidistribuées.
Ce dernier phénomene est apparemment difficile a mettre en évidence : peut-on trouver
par exemple une suite de A-orbites compactes dont la mesure A-invariante tend vers
la mesure de Haar de €27 Pour d = 2 il faudrait trouver une infinité de discriminants
d > 0 tels que le nombre de classes h(d) soit borné. C’est un probleme ouvert bien
connu. Les résultats de Harcos et Michel [35] vont cependant dans cette direction : ils
obtiennent 1’équidistribution — sparse equidistribution — pour des paquets maigres de
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géodésiques (i.e. correspondant a l'orbite d’'un sous-groupe strict assez gros du groupe
de classes) comme conséquence de leur borne de sous-convexité pour les fonctions L
associées a des formes de Maass paraboliques tordues par des caracteres du groupe de
classes (fonctions L de Rankin-Selberg).

8. DEUX APPLICATIONS

8.1. Equidistribution des matrices entieres dans une classe de similitude

Soit P € Z[T] unitaire de degré d, irréductible sur Q et avec d racines réelles. Soit Vp
la variété des matrices carrées de taille d dont le polyndéme caractéristique est égal a P.
Clairement Vp(R) est une classe de similitude, i.e. G = PGL4(R) agit transitivement.
Le stabilisateur d’un point est N(Ap) ou Ap est le centralisateur d'une matrice Mp
de Vp. Comme P a d racines réelles, Ap est un tore maximal et R-déployé, il est donc
conjugué & A, i.e. A = hpAphp'. On a donc une application naturelle G-équivariante et
surjective de X = G/A sur Vp(R) définie par tp : g — ghpMphp'g~!. Cette application
est indépendante du choix de Mp.

On peut alors tirer en arriere les points entiers de Vp par ¢p et obtenir un ensemble
de points entiers X (P) = tp'(M4(Z) N Vp) sur X. Notons que X possede une mesure
naturelle & normalisation pres : la mesure PG Ly(R)-invariante, notée v. On obtient :

THEOREME 8.1 ([24] Corollary 3.3). — Fizons d = 3. Soit (P, )nen une suite infinie de
polynomes comme ci-dessus. Alors la famille { X (P,) }nen devient équidistribuée dans X
quand n tend vers l'infini, i.e. on a le théoréme limite quotient suivant :

1; |Z/{1 N X (Pn)| . V(ul)
1um =
n—-+o0o |Z/{2 N X (Pn)’ V(Z/{Q)

pour tous ouverts bornés Uy et Us de frontiere de v-mesure négligeable.

Cet énoncé est a l'origine un cas particulier d’une question de Linnik (voir [66]). Le
lien entre un tel énoncé et un énoncé d’équidistribution de périodes (tel le théoreme
1.6) a été dégagé dans [29] ou Eskin et Oh répondent & la question de Linnik sur
I’asymptotique du nombre de points entiers sur une suite de variétés homogenes de la
forme V,,, = {f = m}, ou f est un polynome homogene G-invariant et ot on compte les
points dans un cone fixe de I'espace. Les variétés considérées sont isomorphes a G/H
avec H engendré par des unipotents pour que la théorie de Ratner puisse s’appliquer.
Voir aussi 'article antérieur [30].

C’est un principe désormais classique en théorie ergodique des actions de groupes qu’a
tout énoncé d’ergodicité ou d’équidistribution de H; sur G/H, correspond un énoncé
analogue pour Hy sur Hi\G. Ici I' = PGL4(Z) agit sur X (P) par conjugaison, ce qui
revient a la translation a gauche sur G/A via I'application ¢p. A chaque I'-orbite d'une
matrice My dans X (P) correspond ainsi une A-orbite de I'\G qui est compacte car
I'irréductibilité de P garantit la Q-anisotropie du centralisateur Ag de M. On vérifie
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enfin que I'ensemble X (P) est une réunion finie de I'-orbites a laquelle correspond par
cette correspondance la réunion (finie) des paquets de A-orbites compactes Y, associées
aux réseaux L du corps de nombres totalement réel K = Kp = Q[T|/(P) dont l'ordre
associé Oy, contient 'anneau quotient Op = Z[T|/(P).

8.2. Amélioration du théoréme de Minkowski

Pour démontrer la finitude du groupe des classes d’un corps de nombres K de degré d,
on commence en général d’abord par établir la borne de Minkowski selon laquelle
toute classe d’idéaux fractionnaires possede un représentant I dont la norme est un
Oy(disc(K)). Les auteurs de [22] conjecturent que ce Og4(+) peut étre remplacé par un
04(-). La proposition 3.1 (appliquée & I'idéal inverse I~') combinée au théoreme 1.2
donne immédiatement 1’approximation suivante a cette conjecture :

THEOREME 8.2 ([22] Theorem 6.3). — Pour tous €,0 > 0, le nombre de corps de
nombres K totalement réels de degré d et de disciminant disc(K) < X tels qu’au
moins une classe d’idéaur ne puisse pas étre représentée par un idéal fractionnaire I
de norme au plus § - disc(K) est un Ogq.(X°).

En revanche, comme le montre déja ’exemple de Cassels au paragraphe 3.1, le nombre
de corps de nombres totalement réels de degré d et de discriminant disc(K) < X est
au moins polynomial en X.
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