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INTRODUCTION

Depuis 'expérience de Chladni a la fin du XVIIleme siecle, les lignes nodales des
fonctions propres du laplacien fascinent : la maniere dont leur forme varie en fonction
de la fréquence est une énigme pour les mathématiciens. Une quantité aussi élémentaire
que le nombre de composantes connexes des ensembles nodaux reste difficile d’acces, et
constitue le sujet de cet exposé. Plagons-nous par exemple sur une variété riemannienne
compacte connexe M. Ordonnons les valeurs propres du laplacien, répétées avec mul-
tiplicité, en une suite \g = 0 < A1 < Xy < ...\, < ... qui tend vers I'infini, et notons
(¢ )nen une base orthonormée de L?(M,R) formée de fonctions propres associées. On
notera Zy, le lieu d’annulation de 1), appelé aussi ensemble nodal de v, ; les domaines
nodaux sont les composantes connexes de M \ Zy;,, . Courant a démontré dans les années
1920 que le nombre de domaines nodaux de 1, est inférieur ou égal a n. Mais on sait
des l'article de Pleijel [Ple] que cette borne ne peut étre atteinte que pour un nombre
fini de n : le lecteur intéressé pourra consulter 'article d’exposition [BNH| qui contient,
entre autres, la description des cas d’égalité pour certaines géométries simples. En fait
il n’est méme pas vrai que le nombre de domaines nodaux doive tendre vers l'infini
avec n [St, Lew, BH1, BH2|. On renvoie aux articles [JJ, JZ, Z3| pour des résultats
récents permettant, sous des hypotheses tres particulieres, d’affirmer 'existence d'une
sous-suite (ng) telle que le nombre de domaines nodaux de (¢, ) tende vers I'infini.

Un autre domaine ou I'étude du lieu des zéros occupe une place centrale est évi-
demment la géométrie algébrique. Les variétés projectives sont définies comme lieu des
zéros de polyndémes homogenes. Dans le cas des points complexes, la topologie du lieu
des zéros offre peu de mysteres, du moins en codimension 1 : les hypersurfaces non
singulieres de degré donné d de CPV sont toutes isotopes, donc difféomorphes entre
elles. Leurs nombres de Betti sont les mémes que ceux de CPY, sauf le (N — 1)-iéme qui
est un polynome explicite en le degré d, de la forme d¥ + O(dV~1). Les preuves de ces
faits bien connus depuis le célebre travail fondateur de Lefschetz sont reproduites, par
exemple, dans [KW] §4, [Petr, P|, et les lemmes 2 et 3 de [GW2]. Dans le cas simple
de N =1, '« hypersurface » n’est autre que I’ensemble des racines d'un polynéme de
degré d a une variable, et, donc, possede génériquement d éléments. Dans le domaine
réel, la situation est plus compliquée : le nombre de racines réelles d’'un polynéme de
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degré d a coefficients réels peut varier entre 0 et d, en ayant la méme parité que d.
La question reste énigmatique déja a partir de N = 2, si on la pose comme dans la
premiere partie du 16-eme probléme de Hilbert, ¢’est-a-dire comme 1’étude de I'arrange-
ment dans RPY de I’ensemble des points réels d’une hypersurface réelle non singuliére
en fonction de son degré. Si on se restreint au probleme du nombre de composantes
connexes, la situation ne s’améliore que peu : la borne optimale n’est connue que pour
d < 3 avec N quelconque, N < 2 pour tout d (Harnack obtient alors la borne optimale
de 1(d —1)(d — 2) + 1 composantes connexes [Ha, Kl]), N = 3 et d = 4 [Kh72]. Les
articles [ItKh, Ore| tentent de s’approcher de la borne supérieure de 25 composantes
connexes obtenues par Petrovskii et Oleinik [Petr, PO] pour N = 3,d = 5. En général,
grace d’un co6té a la théorie de Smith [Smi] et la théorie de Morse [Th, Mil], et de I'autre
coté a la méthode de patchwork de Viro [Vi, Bih], on sait que pour N fixé le nombre
maximal de composantes connexes grandit en fonction de d comme ayd”.

Une autre maniere d’envisager ces questions est de considérer des polyndémes ou
des fonctions propres aléatoires, et de s’interroger d'un point de vue statistique sur
les propriétés du lieu de leurs zéros. Plus généralement, on peut formuler la question
suivante :

Soit H un espace de fonctions sur une variété riemannienne M, muni d’une mesure
de probabilité. Que peut-on dire statistiquement sur les propriétés topologiques du lieu
des zéros d’une fonction de H ¢

La réponse dépend bien siir de la mesure de probabilité choisie, et n’a de sens que si
cette mesure parait quelque peu naturelle.

Le théoreme 3.6 de ce texte, tiré de l'article [NS2], concerne comme cas particuliers
la plupart des exemples de cette introduction. Il traite le probleme dans un cadre
asymptotique, sous des hypothéses trés précises que nous énoncerons en temps voulu :
soit (Hz) une famille de sous-espaces vectoriels de dimension finie de C°(M), indexée
par un parametre L qui tend vers l'infini. On suppose que dim H, Ljoo +o00. Chaque

espace H est muni d’'une mesure de probabilité. Quelles sont les propriétés statistiques
du lieu des zéros Zy d’une fonction f € H; dans la limite L — 4007 Que peut-on
dire, par exemple, sur la loi du nombre de composantes connexes de Z; 7

Pour des raisons qui deviendront claires plus tard, on considérera uniquement ici des
lois gaussiennes.

DEFINITION 0.1. — Soit (H,(-,-)) un espace euclidien de dimension D. Notons |-||
la norme venant du produit scalaire. On appellera mesure gaussienne sur (H, (-,-)) la
mesure de probabilité sur H

dP(p) = W{po

ou dp est la mesure de Lebesgue normalisée sur H.
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Soit (e;),7 = 1,...,D une base orthonormée de H. Pour p € H, écrivons p =
Y2 pje; avec p; € R. On a dP(p) = Wﬂlee*pﬁﬂdpﬁ autrement dit, choisir un

élément p au hasard selon la loi gaussienne [P revient a considérer que les p; sont des
variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des lois gaussiennes centrées réduites.

Il est important de souligner que les mesures gaussiennes que nous considérerons
vivent toujours sur des espaces de fonctions a valeurs réelles, et de classe C? (en fait,
C* dans tous les exemples). Les lieux des zéros sont génériquement des hypersurfaces
régulieres. Il existe bien stir de nombreux travaux concernant les zéros des trajectoires
browniennes ou d’autres processus gaussiens irréguliers; ce n’est pas le sujet de cet
exposé. Nous n’essaierons pas non plus de traiter de maniere exhaustive les questions
portant sur les zéros de fonctions complexes.

Bien entendu, un changement de structure euclidienne modifie la définition de la
mesure gaussienne. Nous allons le voir dans les exemples, les résultats asymptotiques
quand la dimension tend vers 'infini peuvent changer drastiquement quand on modifie
la structure euclidienne.

Ezemple 0.2. — « Ensemble de Kac ». On munit Ry[X]| (I'espace des polyndmes
de degré inférieur ou égal a d) d’une structure euclidienne en décrétant que la base
1,X,..., X% est orthonormée. Soit P la mesure gaussienne correspondante sur Ry[X].
Pour P € R,[X], notons Zp I'ensemble des racines réelles de P, et §Zp le cardinal de
cet ensemble. Sous cette loi P, Mark Kac [Kac| a obtenu une formule intégrale explicite
pour l'espérance de la variable aléatoire §Zp, qui donne I'asymptotique suivante :

2
]E(Jij) ~d—s+o0o ; Ind.

A ma connaissance, le modeéle de Kac (en dimension 1) est le seul pour lequel des lois
non gaussiennes ont été étudiées [BP32, LO, Kac2, Stev, EO, IM1, IM2]. Les articles
récents [TV, DNV] énoncent des résultats d’universalité pour les racines de Z;lzo I3.¢
(ou les &; sont des variables aléatoires indépendantes), disant que leur distribution
asymptotique quand d — +00 ne dépend que d'un nombre fini de moments des &;.

Ezemple 0.3. — « Ensemble de Kostlan ». On munit R;[X] d’une autre structure

1/2
euclidienne en décrétant que la base des (Z) / XF (0 < k < d) est orthonormée. Avec la
nouvelle mesure gaussienne associée, Kostlan calcule ’espérance de la variable aléatoire

tZp [Ko, ShSm] :

(1) E(tZp) = d*/2.
Ezemple 0.4. — « Ensemble de Kostlan » en dimension N ou « ensemble de
Fubini-Study complexe ». L'espace Cypom[Xo, ..., Xn] des polynémes homogenes

de degré d a coefficients complexes est muni du produit hermitien, invariant par I'action
de U(N + 1),

2 (P.Qrs = [, PEQE)o(:)

S2N+1
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oll o est la mesure uniforme sur la sphére complexe SV ! = {2z = (20,21,...,2n) €
CN*1 202 + ... + |2n]? = 1}. Ce produit hermitien sur Cgpom[Xo, ..., Xn] se
restreint en un produit scalaire euclidien sur Rgpom[Xo, ..., Xn]. Les polynomes

1/2
(ao’iaN) / Xg° ... XN forment alors une base orthonormée de Ry pom[Xo, .-, Xn].

On munit Ry pom[Xo, - .., Xn] de la mesure de probabilité gaussienne associée.

Pour P € Rypom[Xo, .., Xn], on note Zp = {x € RPY, P(z) = 0} l'ensemble des
zéros réels de P. Podkorytov a donné une formule exacte pour I'espérance de x(Zp),
caractéristique d’Euler du lieu des zéros de P, qui généralise le calcul de Kostlan (1) :
voir [Podl, Pod2], et [Bur]. Cette formule donne pour N impair E(x(Zp)) ~g—si0o
(—=1)NV=D/2¢dN/2 avec une constante positive explicite €. Comme la caractéristique
d’Euler peut s’exprimer comme intégrale sur Zp d’une fonction s’exprimant en termes
de P,P',P", ce calcul peut se faire par la formule de la co-aire ou de Kac-Rice que
nous donnerons plus tard (14). On dit parfois dans ce contexte que la caractéristique
d’Euler est une quantité « locale » . Sont dites « locales » les quantités dont 1’espérance
peut étre calculée par une variante de la formule de Kac-Rice; intuitivement, ce sont
des quantités qui se comportent de maniere additive quand on partitionne le domaine
RPY en un nombre fini de sous-domaines. Un autre exemple de quantité locale est le
volume de Zp. A I'inverse, le nombre de composantes connexes by(Zp) pour N > 1 ou,
plus généralement, les nombres de Betti de b;(Zp) ne sont pas des quantités locales,
d’ou la difficulté a les étudier.

Au-dela des simples nombres de Betti b;(Zp), on s’intéressera au type de difféomor-
phisme des composantes connexes de Zp. Notons H (N — 1) I’ensemble des types de
difffomorphisme de variétés connexes compactes de dimension (N — 1) plongeables
dans RY. Précisons que H(N — 1) est dénombrable [CK].

THEOREME 0.5 (cas particulier de [GW2, GW3]). — On considére I’ensemble de Kost-
lan en dimension N. Pour presque tout P € Ry pom[Xo, - .., Xn], 0 n'est pas une valeur
critique de P. Notons alors Zp = {x € RPY, P(x) = 0}. Soit enfin, pour 0 <i < N—1,
bi(Zp) le i-éme nombre de Betti de Zp.

(i) Il existe deux constantes ¢* (i, N) et ¢ (i, N) > 0 telles que

. L E(bi(Zp))
(3) ¢ (i, N) < i i e ol s RPY

<ct(i,N).

(ii) Soit S € H(N —1) un type de difféeomorphisme d’hypersurface compacte conneze.
Pour P € Rypom[Xo,- .., Xn]|, soit Ng(P) le nombre de composantes connexes de Zp
qui sont de type S. Alors il existe cg > 0 tel que

. E(Ng(P))
fiminf =7 Volps RPN =

Cs.

On a noté Volpg RPN le volume de RPN pour la métrique riemannienne induite par
la forme de Fubini-Study sur CPYN.
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Il n’y a pas lieu de s’inquiéter de la nuance entre « plongeable dans RY » et « plon-
geable dans RPY », car on montre au passage que les composantes connexes de Zp sont
dans leur immense majorité de diametre O(d~'/?), donc trés petites.

Remarque 0.6. — On peut remplacer H(N — 1) par I'ensemble des hypersurfaces com-
pactes (non nécessairement connexes) de R, modulo isotopie globale. Ceci permet
de prendre en compte la maniere dont les composantes connexes s’emboitent les unes
dans les autres. Le résultat du (ii) reste vrai, si on définit maintenant Ng(P) comme
le nombre maximal d’ouverts disjoints U de RPY, tels que U soit homéomorphe & une
boule et (U,U N Zp) soit de type (RV,S). L'article [GW4] étend ces résultats au cas
des sous-variétés algébriques réelles de codimension quelconque.

Remarque 0.7. — L’espace Cy pom[Xo, ..., Xn] des polyndmes homogenes de degré 1
(formes linéaires!) en N 41 variables s’identifie naturellement aux sections holomorphes
du fibré en droites O(1), dual du fibré tautologique en droites sur CPY. Ainsi I'espace
Cahom[Xo, - - -, Xn] des polyndémes homogenes de degré d en N + 1 variables s’identifie
aux sections holomorphes du fibré en droites O(d) = O(1)®%.

Dans cette perspective, le produit scalaire hermitien (2) apparait comme produit
scalaire sur cet espace de sections holomorphes. Dune part, CPY peut étre muni de
la métrique de Fubini-Study, qui est, a scalaire pres, I'unique métrique kéhlérienne
invariante par 'action de U(N+1) ; cette métrique induit une mesure de volume sur CP¥
N+1

i—0 UiW;

que 'on notera dvpg. D’autre part, le produit scalaire hermitien h(v,w) = ¥;

sur CV*! induit un produit scalaire sur chaque droite de CV*!, puis par dualité sur
chaque fibre de O(1), et enfin sur chaque fibre de O(d) = O(1)®¢. Soit alors P,Q €

Canom|[Xo, - - -, Xn], vus comme sections de O(d). Pour z = (20, 21, . .., zy) € CVT\{0}
etz =[2:2 :...:2y] € CPY, le produit scalaire de P et @ sur la fibre O(d), est
donné explicitement par I’expression
P(2)Q(2)
0= g

A un scalaire prés (dont la valeur ne jouera aucun role par la suite), le produit scalaire
(2) peut se récrire

4) (P.Qrs = [ (P.Q)dves(a).

Ceci place le probleme dans le cadre plus général suivant : soit X une variété pro-
jective complexe et L un fibré holomorphe hermitien en droites complexes, supposé
positif (ou ample). La structure hermitienne sur L, et la donnée d’une forme volume
sur X, permettent de munir I'espace des sections de L®? d'un produit scalaire her-
mitien. Le sous-espace H°(X, L®?) des sections holomorphes de L®¢ est de dimension
finie. Plus précisément, puisque 'on veut parler de zéros réels de sections réelles, il
faut supposer que X et L sont définis sur les réels. Le produit scalaire hermitien sur
HO(X, L®?) se restreint en un produit scalaire euclidien sur le sous-espace des sections
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réelles RHO(X, L), qui est alors muni de la mesure gaussienne associé¢e. On s’intéresse
a la topologie du lieu réel des zéros d'un élément aléatoire de RHY(X, L®?). C’est dans
ce cadre général que se situent les travaux [GW1, GW2, GW3, GW4, GW5].

Le théoreme 0.5 est ainsi valable pour les zéros de sections holomorphes réelles de
fibrés en droites amples, en remplacant Volpg RPY par le volume de RX, ensemble des
points réels de X, pour la métrique donnée par la courbure de L. Un fait remarquable
est que les constantes ¢t (i, N), ¢~ (i, N) et cg sont indépendantes de la variété projective
X et du fibré L, ce qui explique le choix de normalisation dans I’encadrement (3). Ces
constantes peuvent étre précisées comme suit : ¢ (i, N) est obtenue a partir du résultat
(ii) en prenant ¢ (i, N) = Ygemnv_1) csbi(S). Pour S = S§' x S¥1"" on a la borne

N

™ ce qui implique que ¢~ (i, N) > e2¢"" La constante

inférieure explicite cg > e 2
¢t (i, N) vaut
1

(5) ct(i,N) = T Ssumten1im) | det Aldp(A)
ou Sym(i, N — 1 —1i;R) est le cdne ouvert des matrices (N — 1) x (N — 1) réelles symé-
triques non dégénérées de signature (i, N —1—1). L’espace des matrices symétriques est
muni du produit scalaire (A4, B) %TrAB , et dp(A) est la mesure gaussienne associée;
remarquons que c’est la mesure étudiée sous le nom de GOE (Gaussian Orthogonal
Ensemble) en théorie des matrices aléatoires.

La borne inférieure sur ¢ (i, V) est trés certainement loin d’étre optimale. On ne sait
pas si 'on peut considérer la borne supérieure comme satisfaisante dans (3), mais la

somme alternée donne I'asymptotique correcte pour la caractéristique d'Euler x(Zp) =
o' (—1)'0:i(Zp) [Let],

E(x(Zpr)) :Nz_l(_nic*(z',N)-

=0

y
d— 400 A2 Vol pg RPN

Considérons maintenant I’exemple des harmoniques sphériques aléatoires, traité dans
l'article [NS1] de Nazarov-Sodin, dont les idées novatrices ont largement stimulé les
autres travaux décrits ici.

Ezemple 0.8. — « Harmoniques sphériques aléatoires ». Notons R} [ X, ..., Xy]
le sous-espace de Ry om[Xo, - - - , Xn] formé des polynémes harmoniques de degré d. L’es-

pace HSn(d) C L*(SY) formé des restrictions a SV des éléments de R2™[ X, ... Xy]
est exactement 1’espace propre du laplacien sphérique, pour la valeur propre d(d+N—1) ;
ces fonctions sont appelées harmoniques sphériques. On a la décomposition hilbertienne

L*(S™) = €D HSn(d).

deN

L’espace HSy(d) est muni du produit scalaire sur L?(SY) et de la mesure gaussienne
associée.

En dimension 2, Nazarov et Sodin ont démontré le théoreme suivant :
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THEOREME 0.9 ([NS1]). — Considérons le modéle des harmoniques sphériques aléa-
toires sur S®. Pour presque tout f € HSy(d), 0 n’est pas valeur critique de f. Notons
Zy C S? lensemble d’annulation de f, et bo(Z;) son nombre de composantes connezes.

1l existe a > 0, tel que
E(bo(Zy))

lim ——— =a.
d—>+o00 d?

De plus, pour tout € > 0 il eziste c(€), C(e) > 0, tels que pour tout d
A E(by(Z
(6) ]P( bo( f) (bo( f))

d? d?

> e) < C(e)e 9,

Rappelons que HSs(d) est I'espace propre pour la valeur propre A = d(d + 1) du
laplacien. Comme on est ici en dimension N = 2, d? est asymptotiquement équivalent
a AN/2_ 3 rapprocher du théoreme 0.11 qui va suivre.

Les mémes auteurs ont ensuite développé une théorie générale permettant de com-
prendre la topologie du lieu des zéros de fonctions aléatoires gaussiennes presque si-
rement de classe C?. Nous donnerons ’énoncé général en théoréme 3.6, et présentons
seulement pour I'instant une des applications les plus frappantes :

Exemple 0.10. — « Modele de bande-passante » de largeur /.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension N, et soit (¢, )nen une
base orthonormée de L*(M,R), formée de fonctions propres réelles du laplacien, in-
dexées par valeur propres croissantes : —A¢, = A\yOn, An < A1

Soit @ : Ry — R, une fonction telle que a(A\) < A pour tout A. Pour A > 0,
soit H(n—a(r),\ le sous-espace de L*(M,R) engendré par les fonctions propres ¢, telles
que A — a(A) < A, < A, muni de la probabilité gaussienne P venant de sa structure
euclidienne. On suppose que @ s ¢ € [0,1], et, dans le cas £ = 0, que % s ~+00.
THEOREME 0.11 (application des résultats de [NS2]). — On considére le modéle de
bande—passante de largeur £, sur une variété riemannienne compacte (M, g).

Pour presque tout f € Hn—an),n, 0 n'est pas valeur critique de f. Notons alors Z
l’ensemble d’annulation de f, et bo(Zy) son nombre de composantes connexes.

Alors il existe vy, > 0 tel que, pour tout e > 0,

P ( bo(Zy)

V2
Le nombre vy ne dépend de (M, g) que via sa dimension N.

— VNVZVOI(M)‘ > 6) — 0.

A—+o00

Les valeurs exactes des vy ne sont pas connues. Pour ¢ = 0 et N = 2, Bogomolny et
Schmit ont conjecturé que v, ainsi que d’autres quantités décrivant les statistiques des
lignes nodales, pouvaient étre calculées a I’aide d’un modele de percolation simple [BS1,
BS2]. La validité de cette conjecture est sujette a débat, des simulations numériques
semblant indiquer une déviation légere entre la valeur de 15 et celle calculée grace
au modele de percolation [Na, Kon]; au contraire, le modele de percolation donne un
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résultat correct pour une quantité macroscopique telle que la probabilité de voir une
ligne nodale traverser un rectangle de taille 1 [BK].

Remarquons qu'un élément de Hx_q(n),n D'est pas nécessairement une fonction
propre du laplacien. Nous parlerons de « clusters » de fonctions propres. Pour une
variété riemannienne quelconque, la multiplicité des valeurs propres n’est pas assez
grande pour qu’en formant des fonctions propres aléatoires gaussiennes on puisse
espérer un comportement universel (cette multiplicité est méme 1 pour une métrique
générique [U]). 11 est nécessaire de former des combinaisons de fonctions propres sur
un intervalle spectral assez grand pour voir apparaitre cette universalité.

Ezemple 0.12. — « Ensemble de Fubini—Study réel ». Reprenons I’espace

Ry hom[Xo, - -, Xn], cette fois muni du produit scalaire obtenu en intégrant sur la
sphere réelle :
(7) (P.Q)rem = [, P@)Q@)do(a),
ol o est la mesure de volume sur SV = {(z¢,...,zy) € RN 22+ ... + 23 = 1}. L'es-
pace des restrictions a la sphére SV des fonctions polynomiales associées aux éléments
de Ry nom[Xo, - - ., Xn] coincide avec la somme d’espaces propres du laplacien sphérique,
(8) D  HSn(d—2k)

keN,d—2k>0

(voir par exemple [Far]). Posons A = d(d+ N —1). Si d est pair, I'espace (8) est le sous-
espace de H|p y formé des fonctions paires sur SN, alors que si d est impair il s’agit du
sous-espace formé des fonctions impaires. Le théoréme 0.11 concerne ainsi en particulier
I’ « ensemble de Fubini—Study réel » . D’apres le théoréme, le nombre de composantes
connexes by(Zy) est typiquement d’ordre A2~ @V alors que pour Iensemble de
Fubini-Study complexe (Kostlan) il était d’ordre d/2. Le modele réel s’avere donc
plus riche que le modele complexe si 'on veut produire des hypersurfaces algébriques
ayant un grand nombre de composantes connexes. Un encadrement asymptotique de
lespérance C1dY < E(by(Z;)) < Cod” (Cy,Cy > 0) quand d — 400 avait été obtenu
auparavant par Lerario et Lundberg [LL].

L’article de Fyodorov, Lerario et Lundberg [FLL] examine plus généralement des
fonctions de la forme
(9) f= > pa0fe

(eN,d—ee2N

ou les fy sont indépendantes, et f, € HSy(¥) est tirée au hasard suivant la loi gaussienne
sur HSy(¢). Les coefficients positifs pg(¢) vérifient certaines conditions asymptotiques
quand d,/ — +o0o. Ceci permet de regrouper au sein d’'une méme famille ’ensemble
de Fubini-Study réel, qui correspond au cas ou py(¢) = 1, et 'ensemble de Fubini-
Study complexe, pour lequel la valeur de py(¢) est donnée par la formule (47) de [FLL].
Le théoreme général 3.6 que nous énoncerons plus tard concerne comme cas particu-
liers les ensembles de Fubini-Study réel et complexe, le modele de bande-passante sur
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une variété riemannienne, ainsi que toutes les familles de la forme (9) introduites par
Fyodorov, Lerario et Lundberg.

On peut toutefois faire remarquer que le théoreme 0.9 n’est pas tout a fait un cas
particulier du théoreme 0.11. Il correspondrait au cas ou, pour la valeur propre A =
d(d+ 1), a(X) est inférieur a I'espacement entre les deux valeurs propres consécutives
d(d + 1) et (d — 1)d, qui vaut 2d ~ 2A'/2. La preuve des théorémes 0.11 et 0.14 reste
valable pour des valeurs de a(\) de 'ordre de A'/2 pour un certain nombre de géométries,
dont la sphere, plus généralement les variétés de Zoll, ou a 'extréme opposé les variétés
de courbure sectionnelle strictement négative. Par contre, I'estimée de concentration
exponentielle (6) nécessite des arguments qui ne sont valables que pour les véritables
fonctions propres aléatoires, et ne s’appliquent pas pour les clusters (Section 4).

Remarque 0.13. — Une autre situation ou le spectre du laplacien est completement
explicite est celle des tores plats. Par exemple, pour TV = R /27Z" | les valeurs propres
du laplacien sont les entiers A qui peuvent s’écrire comme somme de N carrés. Les
fonctions propres associées sont les combinaisons linéaires de ¢ ot £ € ZN et €2 +
...+ & = . La multiplicité 75 (\) est le nombre de telles décompositions. Elle n’est
pas bornée des que l'on est en dimension N > 2, et tend vers l'infini si et seulement si
N > 5. L’espacement moyen entre deux valeurs propres distinctes dans [0, A] est de 1
si d > 3, \/logX pour d = 2, dans tous les cas bien trop faible pour que les théorémes
0.11 et 0.14 puissent s’appliquer tels quels pour nous renseigner sur les (véritables)
fonctions propres aléatoires. Cependant, si 'on est prét a importer des résultats de
théorie des nombres pour controler la multiplicité, certaines des techniques exposées ici
peuvent s’appliquer. Dés que ry(A\) — 400, le résultat de concentration (6) s’étend
aux fonctions propres aléatoires de valeur propre A sur TV : A=/ 2bo(Zy) se concentre
autour de sa médiane a vitesse exponentielle en ry(A). Si de plus les points entiers
renormalisés A\~1/2{¢ € ZN | ||€||> = A} s’équidistribuent sur la sphére de rayon 1 dans
RY la moyenne et la médiane de A="/2by(Z;) convergent toutes deux vers une limite
strictement positive [Roz].

Les travaux [ORW, RW1, RW2, RWY] contiennent d’autres exemples ou 'on ap-
plique des résultats sur la répartition des points entiers dans des couronnes ou calottes

sphériques, pour controler les statistiques des zéros des fonctions propres aléatoires sur
TN,

Décrivons pour terminer des travaux de Sarnak et Wigman qui reprennent les tech-
niques de [NS2], ou plus précisément des notes [Sol, pour préciser la topologie du lieu
des zéros. Plagons-nous comme eux dans le cadre du modele de bande-passante. Rappe-
lons que H(N — 1) est I'ensemble des types de difféomorphisme de variétés compactes
de dimension (N — 1) plongeables dans RY et que H(N — 1) est dénombrable. Notons
aussi T I'ensemble des arbres finis enracinés (ces arbres vont servir a coder les emboi-
tements des composantes nodales les unes dans les autres). Ces deux ensembles sont
munis de leur topologie discrete. Si f est une fonction dont 0 n’est pas valeur critique,
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on notera Zs le lieu des zéros de f, et C(f) l'ensemble des composantes connexes de
Zys. Soit € > 0 inférieur au rayon d’'injectivité de M. Si ¢ € C(f) est une composante
de diametre inférieur a € (donc, contenue dans une boule B(x,¢€)), on lui associe son
type de difféomorphisme ¢ € H(N — 1), ainsi qu'un arbre fini enraciné ¢(c), qui décrit
comment les autres composantes de Z; s’emboitent « a I'intérieur » de c. Les sommets
de t(c) sont les domaines nodaux de f (composantes connexes de M \ Z;) contenus dans
la composante connexe intérieure de B(x, €) \ ¢; deux sommets sont reliés par une aréte
si les domaines nodaux correspondants sont adjacents (i.e. il existe une composante
de Z; contenue dans la frontiere des deux domaines). La racine de ¢(c) correspond
au domaine nodal bordé par ¢ et contenu dans la composante connexe intérieure de
B(z,€)\ c. Le fait que t(c) soit un arbre est une conséquence du théoreme de séparation
de Jordan—Brouwer.

A une fonction f, on associe alors deux mesures positives de masse inférieure a 1,
I'une sur H(N — 1) et Pautre sur 7T :

H(N-1) 1
My = Z Oz
bO(Zf) ceC(f),diam(c)<e

et .
T __
M= e(Zy)

)
c€eC(f),diam(c)<e

ol la notation ¢ désigne une masse de Dirac. Comme nous le verrons, pour une fonc-
tion f tirée au hasard de maniere gaussienne dans Hx_a(),\, typiquement la majorité

des composantes connexes sont de diametre inférieur & D\~1/?
(N-1)

pour D grand. Quand
A — 400, ceci implique que uf et ,uJT deviennent proches d’étre des mesures de
probabilité. Pour S € H(N — 1), u?(Nfl)(S) mesure alors la proportion relative des
composantes connexes de Z; qui sont de type de difféomorphisme S.

Sarnak et Wigman démontrent :

THEOREME 0.14 ([SW]). — On considére le modéle de bande-passante de largeur ¢,
sur une variété riemannienne compacte (M, g).

Alors il existe une mesure de probabilité p"™=14 suyr H(N — 1) et une mesure de
probabilité p7* sur T, telles que, pour tout S € H(N — 1), pour tout T € T, et pour
tout 6 > 0,

P (|uf 7V(8) = pV4S)| 2 6) — o,

A—+o00

P (|u](T) = uTHT)| > 6) — 0.

A—r+o00

De plus, on a pour tout S et tout T, p"™=1(8) > 0 et u” (T) > 0.
Les mesures p'W=1L et ;74 ne dépendent de (M, g) que via sa dimension N.

Remarque 0.15. — La preuve de l'existence des limites p7N=D4 et 47 suit de pres

la stratégie de [So]. Dans le cas a(A\) = A, £ = 1, le fait que @™~ et u”7 chargent
positivement toutes les topologies est démontré dans [GW6, GW7], ou I'analogue du
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théoreme 0.5 a été démontré pour les clusters de fonctions propres d’opérateurs pseu-
dodifférentiels elliptiques. Sarnak et Wigman étendent ceci a ¢ € (0,1], et Canzani et
Sarnak traitent le cas £ = 0 [CS]. La cerise sur le gateau est de savoir montrer que
pN=1 et 17 sont des mesures de probabilité (résultat de compacité).

En comparaison de ceux de [GW6, GW7], les résultats de [NS1, NS2, SW] sont
plus forts car il s’agit d’'une convergence en probabilité au lieu d'une estimation de
I’espérance. Cette concentration autour de la moyenne est obtenue par application d’un
théoreme ergodique; ceci est un apport fondamental de Particle [NS2]. Notons que le
théoreme 0.14 ne permet pas de déduire directement ’encadrement de E(b;(Z)) entre
¢ (i, N)AN/2 et ¢t (i, N)AN/2 obtenu dans [GW6, GWT]. En effet, b;(Z;) n’étant a priori
pas borné, il se pourrait qu'une composante de Z; qui est rare pour la probabilité
u?(N_l) contribue pourtant de maniere significative a 'espérance E(b;(Zy)).

Nous donnons dans ce texte un apercu des démonstrations des théoremes 0.5, 0.9,
0.11, 0.14. La loi d'un processus gaussien est entierement déterminée par son noyau
de covariance, dont nous rappelons la définition dans la section suivante. Il n’est donc
pas étonnant que ce noyau de covariance joue un role central (c’est aussi la raison
pour laquelle tous les résultats exposés sont spécifiques aux processus gaussiens). Plus
précisément, un point crucial dans I'approche de Nazarov et Sodin est I'existence d'un
développement asymptotique du noyau de covariance quand le parametre tend vers
I'infini (A — oo pour le théoreme 0.11, ou d — oo pour le théoreme 0.5). Dans les
travaux [GW2, GW3, GW4, GW5] de Gayet—Welschinger concernant les sections de
fibrés en droites holomorphes, le réle du noyau de covariance (qui est alors le noyau
de Bergman) est quelque peu caché par une rédaction qui s’appuie sur la théorie des
sections-pics. Nous éludons complétement ce point de vue ici. Le noyau de covariance
est au contraire mis en avant dans les articles plus récents [GW6, GW7]. Le lien entre
les sections-pics et le noyau de covariance est clarifié dans 'article [Let].

Les sections 1 et 2 contiennent des explications de la preuve du théoreme 0.5. La
section 3 explique la démarche de Nazarov et Sodin, et donne dans le théoreme 3.6 un
énoncé général portant sur le nombre de composantes nodales des processus gaussiens,
qui s’applique entre autres au modele de bande-passante (donc au modele de Fubini—
Study réel) et au modele de Kostlan. Des détails sur le théoreme 0.14 sont aussi donnés
dans cette section.

1. LE NOYAU DE COVARIANCE ET SON DEVELOPPEMENT
ASYMPTOTIQUE PRES DE LA DIAGONALE

1.1. Noyau de covariance

Soit U un ouvert de RY, ou une variété de classe C> de dimension N. Soit (Q, B, P)
un espace probabilisé. On appelle « fonction continue aléatoire gaussienne » la donnée
d’une application mesurable Q@ — RY w — F,, telle que, pour P-presque tout w,
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F,, est une fonction continue sur U, et telle que pour tout entier n et tout n-uplet
(x1,...,2,) € U™, la variable aléatoire a valeurs dans R”

w (Fy(xy),. .. Fu(xy))

suive une loi gaussienne. Nous ne considérerons que des variables gaussiennes centrées.
La loi de ces variables aléatoires est alors entierement déterminée par le « noyau de
covariance » K, qui est la fonction sur U x U définie par

(2,9) = K(a,y) = E(F@)F () = | Fu@)FL(y)dPw)

Suivant la coutume probabiliste, on désignera par la lettre F', tantot 'application
w — F,,, tantot une réalisation F;, elle-méme.

Soit k € N*. Si F est presque stirement de classe C*, alors on montre que K ap-
partient a l'espace C¥*(U x U), formé des fonctions (z,y) — K(x,y) dont toutes les
dérivées partielles d’ordre au plus k£ en = et en y existent et sont continues sur U x U.
Réciproquement, si K € C**(U x U), alors presque siirement F est dans C*= (V) =
MNye(0,1) C*=1+7(V). Plus précisément, pour toute boule fermée B C U et pour tout
v >0, il existe C > 0 tel que E(|| f[|cr-14+(5)) < C maxa),g1<k SUP, yerr [0ROFK (2, )|/,
Cela résulte du théoreme de Kolmogorov sur les processus gaussiens (voir par exemple
I'appendice de [NS2]).

1.2. Exemples, et calculs de développements asymptotiques

Dans les exemples, €2 sera le plus souvent un sous-espace vectoriel H de dimension
finie de C*°(U) muni d’une structure euclidienne, B sera la tribu borélienne, P la mesure
gaussienne sur H issue de la structure euclidienne (Definition 0.1), et 'application
w +— F,, sera l'injection de H dans RY.

Ezemple 1.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, et soit (¢, )nen une
base orthonormée de L?(M,R), formée de fonctions propres réelles du laplacien, in-
dexées par valeur propres croissantes : —A@, = A\®n, Ay < Apy1. Pour A > 0, soit
H = Hjp,n le sous-espace de L*(M,R) engendré par les ¢, telles que A\, < A, muni de
la probabilité gaussienne P venant de sa structure euclidienne. Toute fonction f € H
s’écrit f = >, \, <x Jn®n avec f, € R. Dire que f est choisie au hasard selon la loi PP
équivaut a dire que les f,, sont des variables aléatoires réelles indépendantes, suivant
une loi gaussienne centrée réduite. Le noyau de covariance est
Kox(z,y) = Y ¢nlx
1, A0 <A

qui n’est rien d’autre que le noyau de Schwartz du projecteur orthogonal de L?(M, R)
sur Ho,x -

Quand A — 400, les travaux de Garding et Hérmander [G, H] montrent I’asymp-
totique suivante sur la diagonale :

WN N N1
Koy (z,z) =

oy O )
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Dans tout l'article, wy désignera le volume de la boule unité euclidienne de dimension V.

Le reste en O()\%) est uniforme en z, et en intégrant sur M on retrouve la loi de
Weyl,
VOI(M )wN N —1
———A2 + 0O\ 7).

(2m)N ( )
Encore plus précisément, identifions un voisinage U de x dans M avec une boule
Bgn(0,7) de RY, au moyen d’une carte locale m qui envoie 0 sur x, et identifions a
l'aide de cette carte les fibrés tangent TU et cotangent T*U avec Bgn(0,7) x RV,
Notons |||, la norme sur RY qui est obtenue en prenant I'image de la métrique rieman-
nienne sur T,U par dr*

i{n, Ao < A} =

1 et ||| la norme duale sur RY qui est obtenue en prenant
I'image de la métrique riemannienne sur 7*U par 'dm,. On a I'asymptotique, uniforme
en y, z € By (0, \1/2r),

! ) R — el 2
(10) Ko (W (ﬁ) . (ﬁ)) o (@2m)N /seRN,n&;ste e+ O )

%1 . No1
11 _ / W2 ge 4 O\ T
(1 (2m)N Jeern glz2<1 $+ O )
N N-—1
(12) = M2 In(ly = 2ll.) +ON )
en notant
1 .
— Z’r‘(ld )
Tn(r) = Gy /C g o ®

Ce développement asymptotique a lieu dans toutes les topologies C* sur Bew (0, AY/2r) x
Bgn (0, A\Y/27), uniformément en .

La connaissance du reste en O()\%) permet d’étudier aussi K(y_q(n),\), défini comme
K n — Kjpp—a(n); c'est le noyau de covariance qui correspondrait au cas ou H est le
sous-espace H—an),n de L?(M,R), engendré par les fonctions propres ¢, telles que
A —a(A) < A, < A On obtient par soustraction

N
z A2

Yy () — N—1
Kiya ) 7= :7/ EW=2)de + O\ ).
O (W (ﬁ) " <ﬁ>> (2m)N EeRN 1A la(V<llgli2<l §+0( )

Si @ — ¢ > 0, ceci implique que

1 Yy z 1 ,
].. 7K —a e s —— = / Zf'(y—Z)d X
Ao \F AT (W <\/X> ’ <\/X>> @m)N Jeervae<igza ‘

Si @ —0et 6;92) — +00, ceci implique que

. 2 Yy z 1 L
lim —K_, ——, . = / & =2) g
Ao \FIg(y) T (W <\/X> W(ﬁ)) (2m)N Jeern ez =1 7€)

ol o est la mesure uniforme sur la sphere de rayon 1.
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Exemple 1.2 (suite de exemple 0.8). — Soit H = HS,(d) le sous-espace de L?*(S?)
formé des harmoniques sphériques de degré d, autrement dit les fonctions propres du
laplacien sphérique de valeur propre d(d + 1). Si H est muni de la mesure gaussienne
issue de la structure euclidienne de L?(S?), le noyau de covariance associé est

2d+1

Kd(xay) = Z%) ¢n(x)¢n(y)a

expression valable pour n’importe quelle base orthonormée (¢,)24! de HS,(d). Tl
s’agit du noyau de Schwartz du projecteur orthogonal de L*(S*) sur HSy(d). Pour
y fixé, la fonction x +— Ky(x,y) est une fonction propre du laplacien de valeur propre
d(d + 1) ; elle doit étre invariante par le sous-groupe de SO(3,R) préservant y. Il existe,
a constante multiplicative pres, une seule telle fonction, il s’agit de (z,y) — Lq({z,y))
ou Ly est le polyndme de Legendre de degré d et (x,y) est le produit scalaire de x et
y dans R? (rappelons qu’on plonge S? de la maniére usuelle dans R?). Le calcul de la
constante de normalisation montre que Ky(x,y) = (2d + 1)Lq({z,y)). Cette fonction
admet 'asymptotique suivante pres de la diagonale, quand d — +o00 :

1 1 2m
—Ka(w,y) = Jo(dd(w,y) +o(1) = o= [ ey 4 o(1),
2d 21 Jo

valable pour z,y € S?, dans le régime on il existe D tel que 'angle £ (x,y) entre z et y
soit plus petit que Dd~*.

Ezemple 1.3 (suite de I'exemple 0.4 et de la remarque 0.7). — Considérons ’espace
RH(X, L%?). Dans ce cas, K(z,y) est le noyau du projecteur orthogonal de l'espace
de toutes les sections de L®? sur celui des sections holomorphes ; on 'appelle « noyau
de Bergman ». Dans le cas particulier de Ry pnom[Xo, ..., Xn], vu comme espace des
sections holomorphes réelles de O(d), on a I'expression explicite

Ko((Xo, X1, Xn), (Yo, Y1, .., Ya)) = C(d)(XoYo + Xa Vi + ... + XnYa)%

d

™

N
) quand d — +o00. Identifions
I'ouvert ot zy # 0 de CPY avec CV, grace aux coordonnées [1 : 2 : ... : zy]. Considérons

La constante de normalisation C'(d) est équivalente & (

sur cet ouvert la section normalisée suivante du fibré en droite tautologique,

(1,2’1, e ,ZN)
o(l:z1:...:2y) = :
L+ |22+ ...+ |2n]2)?
Considérons le crochet de dualité hermitien <Kd, o1z izy)®@o(liwg:. .. wN)®d>
entre un élément de O(d) (1.2,:....) ©O(d) (101 .. wy) €6 un élément de C(1, 21, ..., 2n) @
C(1,wy,...,wy)®%. On a Pexpression explicite
<Kd,a(1 o) eo(liw s :wN)®d>
_ o) (14 2yw1 + ... + 2ywp)?

L+ 22+ o+ )P A+ 2+ oy )P
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qui donne l'asymptotique suivante quand d — +oo, et pres de (z1,...,2y) =
(wlv"'7wN) = (07"'a0>a

(13) <Kd,a<1:\2/13:...;\Z/J\é>®d®g<1;%:..,:%>®d>

d N
B () eXsTiems LIl o=z Xl 4 o(gN 1)

™

d N
= () e*%llszllz_i_o(del).

(A

Ce résultat s’étend au noyau de Bergman dans le cadre général décrit a la remarque
0.7 : dans un bon choix de coordonnées dites « de Heisenberg » , on a un développe-
ment identique & (13) ([Ti, Z2, MM] pour le développement asymptotique du noyau de
Bergman, et [BSZ| pour le comportement universel pres de la diagonale).

1.3. Formule de la co-aire ou de Kac-Rice

Dans cet article, la formule qui sert dans tous les calculs explicites d’espérances est
la suivante :

PROPOSITION 1.4 (Formule de la co-aire). — Soient My et My deuz variétés rieman-
niennes, de classe C*°. Soit G : My x My — R" une submersion de classe C°, et
soit ¥ = G71(0). Soit ¢ : ¥ — R une fonction borélienne. Alors l'identité suivante est
valable (si ¢ est positive, ou dés que l'une des deux intégrales converge absolument) :

0 [ (L, o) avolu ()

B | det™ 9,G(2))|

B e A Ve d Vol ,
Y2€My </7r21<y2> Y dett 0,G(2)] yz(m)) M (Y2)

ot Ty : % — My et my 1 X — My sont les projections de ¥ sur chaque facteur.

On a noté dVoly, la mesure de volume riemannien sur M;, et dV,, la mesure de
volume riemannien sur m; *(y;) (qui est une sous-variété de classe C™ pour presque
tout y;, par le théoreme de Sard). Si L est une application linéaire entre deux espaces
euclidiens, la notation det™ L désigne (det LL*)"/2, le déterminant étant pris dans une
base orthonormée (notons que det™ L = 0 si et seulement si L n’est pas surjective). On
peut consulter [Let] pour une preuve de la proposition 1.4.

Prenons par exemple My = M une variété riemannienne, M; = H, sous-espace de
dimension finie D de C*°(V,R) muni d’une structure euclidienne, r = 1, G(f,y) = f(y).

2
1115,

Soit a : M — R une fonction continue, et prenons ¢(f,y) = We‘Ta(y). Si

f € H, notons Zy C V le lieu de ses zéros. C’est une hypersurface réguliere si 0 n’est
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pas point critique de f, et on notera alors dvy la mesure de volume induite sur Z; par
la structure riemannienne sur M. La proposition 1.4 peut se récrire

15) o |, ( L a(y)dw(y)) o

1 / / IVF@llar 150 )
=——7= a — e "2 d/ d Vol
(2m)P/2 Jm ) < irw=0r  K(y,y) olf) uly)
ou 4, est la mesure de Lebesgue sur I'hyperplan de H défini par I'equation f(y) = 0.

En notation probabiliste, ¢’est-a-dire en écrivant E pour I'intégrale sur H par rapport

R ) N .
a la mesure gaussienne @t 2 df , cela s’écrit :

16) & ([ atwies(s)) = o [, g B(I97001 | 706) = 0) vty

(y,v)

Comme la loi d'un processus gaussien est entierement déterminée par son noyau de co-
variance, le terme de droite de (16) peut s’exprimer uniquement en terme de la fonction
K et d’un certain nombre de ses dérivées (ce ne sont en fait que des dérivées évaluées
sur la diagonale qui interviennent). Par exemple, si M est un intervalle I de R, de sorte
que Z est presque stirement un ensemble discret, on obtient la formule

_ x 2\ 1/2
E(Za<y)) ! /I<K<x,y>axayff<x,y> (0.5 ,y>>> o

yEZf ™ K(x7y)2

=y

appelée formule de Kac-Rice [Kac, Ri]. Des formules semblables existent aussi pour
calculer les moments d’ordre supérieur de 3¢z, a(y). Notons qu’en prenant a = 1, on
trouve l'espérance du nombre de zéro (ou en dimension plus grande, celle du volume
du lieu des zéros) :

dy.

7

z 2 T — (0,K (z,y))? 1/2
(17) E(8Zf) = 1/[ (K( 7y)ax’yK_;(((’j7)y)2 0K ) >

z=y

La formule de Kostlan (1) peut étre obtenue par application de ’équation (17); la
preuve originale de Kostlan utilisait un argument plus géométrique reposant sur la
formule de Crofton.

1.4. Exemples d’application : deux résultats d’équidistribution

A titre d’exemples d’application des résultats de cette section, et de préparation a la
suite, nous citons ici deux résultats d’équidistribution des zéros, dus a S. Zelditch.

THEOREME 1.5 (Zelditch [Z1]). — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de
dimension N. Soit (¢n)neny une base orthonormée de L*(M,R), formée de fonctions
propres réelles du laplacien, indexées par valeur propres croissantes. Pour A > 0, soit
Hpo\ le sous-espace de L*(M,R) engendré par les ¢, telles que N, < X\, muni de la
probabilité gaussienne P définie par la structure euclidienne sur L*(M,R).
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Pour f € Hipx, notons Zy le lieu des zéros de f. Pour P-presque tout f, 0 n'est pas
valeur critique de f. Notons dans ce cas vy la mesure de volume riemannien sur Z;.

Alors, pour toute fonction a € C°(M), on a quand X — +0o0

\/X SN—-1

ot sy est le volume de la sphére unité de dimension N wvue comme sous-variété de
RNJrl

Le méme énoncé reste vrai en travaillant sur Hy_a ()], ou sur HSy(d), comme dans
les exemples 0.8, 1.1. La preuve consiste, pour A fixé, a utiliser (16) pour donner une
expression exacte de E( Z; advy) faisant intervenir le noyau de covariance et ses déri-
vées sur la diagonale. Quand A\ — 400, le résultat s’obtient grace au développement
asymptotique (10).

Un théoreéme bien antérieur concerne les zéros complexes de polynomes dans 1’en-
semble de Fubini-Study complexe. Ce résultat se généralise bien sfir aux sections holo-
morphes de fibrés amples :

THEOREME 1.6 (cas particulier de Shiffman—Zelditch [SZ])

Munissons O(d) = Cypom|[Xo, - .., Xn| de la structure hermitienne issue de la mé-
trique de Fubini-Study sur CPN, et de la mesure gaussienne associée P. Pour P €
Cahom[Xos - -, Xn|, soit Zp = i001og |P|? le courant d’intégration sur le lieu des zéros
complexes de P. Alors, pour toute (N — 1, N — 1)-forme ¢ sur CPY, on a
lim ;E((Zp,@) = /CPNw A

d—>400

ot w est la forme de Fubini-Study sur CPV.

Il s’agit ici d’équidistribution de zéros complexes de polynémes compleres. En mon-
trant que la variance de §<Zp,g0> tend vers 0 on peut méme raffiner ce résultat en
obtenant une convergence presque stire.

Dans le cas des zéros complexes, on n’a pas besoin de formule de type Kac-Rice : on
peut utiliser directement la relation de Poincaré-Lelong Zp = i99log |P|?, et le com-
portement de E ((Zp, ¢)) quand d — 400 est donné par 'asymptotique du noyau de
Bergman. L’équidistribution des zéros réels de polyndémes a coefficients réels ne semble
pas avoir été rédigée, mais s’obtiendrait comme dans le théoréme 1.5, en commencant
par exprimer E ( / Z adv f) par la formule de la co-aire. Le calcul est essentiellement fait
dans [Let]. On peut noter par ailleurs que, dans le cas d’une variété riemannienne ana-
lytique, l'article [Z1] énonce aussi un théoreme d’équidistribution des zéros complexes
des fonctions propres du laplacien, prolongées analytiquement a un tube de Grauert.
Notre but n’est pas de faire un exposé exhaustif sur les résultats d’équidistribution en
analyse complexe, et nous omettons bien stir de citer de nombreux articles intéressants
dans ce domaine.
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Nous sommes maintenant en mesure d’esquisser la preuve de la borne supérieure du
théoreme 0.5 (i).

1.5. Preuve du théoréme 0.5 (i) (borne supérieure)

Soit X une variété projective complexe de dimension N, et L un fibré holomorphe
hermitien en droites complexes, supposé positif (ou ample). On suppose que X et L sont
définis sur les réels. L’espace des sections holomorphes réelles RH(X, L®?) est muni du
produit scalaire euclidien décrit dans I'exemple 0.4, et de la mesure gaussienne associée
P. On désigne par RX I’ensemble des points réels de X. L’exemple a garder en téte est
X =CPV, L = O(1); dans ce cas RH°(X, L®%) g’identifie aux polyndomes homogenes
de degré d a coefficients réels, et RX, I’ensemble des points de CPV admettant un
représentant réel, s’'identifie & RP.

On se fixe une fonction de Morse ¢ : RX —— R. Pour un élément générique
P e RHY(X, L%, le lieu de ses zéros Zp est une hypersurface réguliére, et la res-
triction de ¢ & Zp est une fonction de Morse. Pour i < N — 1, notons Crit;(q, Zp)
I’ensemble des points critiques d’indice ¢ de cette restriction. On définit la mesure
positive (aléatoire si P 'est)

;1
Vp = dN/2 Z 51: )

z€Criti(q,Zp)

son espérance E(vp) = [pyo(x, roa) VpdP(P) est une mesure positive sur RX. La masse
totale de v% vaut d~¥/2? fois le nombre de points critiques d’indice i de q)zp- Par
les inégalités de Morse, vh(RPY) est supérieur a d=/2b;(Zp), et donc E(vh(RX)) >
d=NPE(by(Zp)).

L’avantage de travailler avec la quantité v%(RPY) est que c’est une quantité « lo-
cale », dont l'espérance peut se calculer exactement grace a la formule de la co-aire,
contrairement a celle de b;(Zp). Gayet et Welschinger démontrent le résultat d’équidis-
tribution suivant [GW5], dont découle directement la borne supérieure du théoreme 0.5

(i) :
THEOREME 1.7 ([GW5]). — Quand d — 400, la mesure E(vh) converge faiblement
vers —Y/2c¢t (i, N) Vol, ot ¢ (i, N) est donné par l'expression (5), et Vol est la mesure

de volume riemannien sur RX induite par la forme de Kdhler donnée par la courbure

de L.

La preuve suit le méme schéma général que celle du théoreme [Z1] : si a est une
fonction test sur RX, Pespérance E(v%(a)) est exprimée explicitement grace a la formule
de la co-aire. Le développement asymptotique du noyau de Bergman quand d — 400
permet de conclure. Bien que plusieurs résultats d’équidistribution de points critiques
existent déja [DSZ1, DSZ2, Nic|, c’est ici la premiere fois que sont considérés les points
critiques d’une fonction de Morse restreinte a Zp. Nous 'avons dit, I'article [GW5] est
rédigé en termes de sections-pics et non du noyau de Bergman ; article [Let] fait le lien
entre les deux approches.
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Nous démontrons maintenant le théoréme 0.5 (ii), qui implique la borne inférieure du
théoreme 0.5 (i), en utilisant une idée introduite a l'origine par Nazarov et Sodin pour
démontrer que a est strictement positif dans le théoreme 0.9. Cette méthode, appelée
« barrier method » par Nazarov et Sodin, est reprise d’abord dans [LL] puis dans [GW3]
pour démontrer que cg est strictement positif dans le théoreme 0.5 (ii), c’est-a-dire que
la fréquence moyenne d’apparition de S est strictement positive.

2. METHODE DE BARRIERE

Fixons S, une hypersurface compacte de RY. Ici S n’est pas forcément connexe, c’est
la variante du théoréme 0.5 (ii) présentée en remarque 0.6 que nous démontrons.

Il existe un polynéme P € R[Xj,..., Xy s’annulant transversalement, et un ouvert
borné U C RY difféomorphe a une boule, tel que (U, U N P~1{0}) soit difféomorphe
a (RY,S). En effet, on peut réaliser S comme lieu des zéros d'une fonction de classe
O, et on construit P en invoquant la densité des polynomes en topologie C! sur les
compacts [Seif].

Soit R > 0 tel que U C B(0, R) .

Soit d € N*. Considérons maintenant Py(X1,..., Xy) = P(d'?X,,...,d"?Xy) €
R[X1,...,Xy]. La boule B(0, Rd~'/?) contient d='/2U, et (d~'/2U,d~"?U n P;*{0})
est diffefomorphe & (RM,S). « Homogénéisons » la construction en définissant
Qa(Xo,- ., Xn) = X¢Pu (..., 32) € Rapom[Xo,. .., Xn]. Notons 0 = [1 : 0 :

: 0] € CPY. Par construction, Zp N B(0, Rd~/?) C RPV contient un ouvert Uy
tel que (Ug, Uy N Zp) soit difféomorphe & (RY,S). On a exhibé un polynome dont les
zéros contiennent une copie de S dans un ouvert de taille d~'/?; on veut maintenant
borner inférieurement la mesure de I’ensemble de tels polynomes. On va exprimer de
maniere quantitative le fait que tout voisinage de P est de mesure positive pour la
mesure gaussienne.

A partir de la définition (4), on calcule

/ ’P(\/E(Zb 7ZN)|2
en (

L[z, 2n) [12)4

(18)  (Qua,Qa)rs

dvps([1:21:...: 2n])

(19) ~i—spoo AV /(CN P21, 2w Pe G020y - dzy;
on a fait le changement de variable (z1,---,2y) — d~'/?(z,---,zy) et on a noté
dz - - -dzy la mesure de Lebesgue sur CV.

Notons op = HQ?% € Ranom[Xos--., Xn]. Clest un cas particulier de « section-

pic » : le calcul (19) montre que op(0) est d’ordre au plus d™/2, et que la norme de op
en dehors d’une boule B(0, Rd~'/?) est majorée par R¥*9Fe~R*/2 pour R grand.

On complete maintenant {op} en une base orthonormée (op,o9,...,0n,) de
Ry hom[Xo, - - -, Xn]. Tout élément o de Ry pom[Xo, - - ., Xn] peut se décomposer comme
o= ¢&op+ Z;V:dQ §;o;. Rappelons que choisir o aléatoirement selon la loi gaussienne
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revient a considérer que les coefficients £, §; sont des variables aléatoires indépendantes
qui suivent des lois gaussiennes centrées réduites.

Soit ¢ = &op + zj.v;g §i0;- Etant donné ¢, on montre par un argument de pertur-
bation que si C est suffisamment grand, si [§] > C et si supg pg-1/2) | Zj-VZdQ gojl <
cdN2 A7 suppo pa-s2y | >N, ¢V ay| < cd™/?, alors B(0, Rd~Y/?) contient un ouvert
Uy tel que (U, Ug N Z,) est difféomorphe a (RY,S), tout comme (Ug, Uy N Z,,,).

Le calcul suivant montre qu’on peut choisir ¢ et C' tels que cet événement se produise
avec probabilité strictement positive. En effet, pour tous ¢, C, on a par indépendance

Nd Nd
P({U =Cop+ Y &oy, |€]>C, sup D &oj| < edV?,
=2 B(0,Rd—1/2) |j=2
Ng
d—1/2 sup é-]vO_J SCCZN/2})
B(0,Rd~1/2) |j=2
Ny N,
= P(¢] ZC)X]P’( sup Y- &oy| <ed? a7 sup ¢Vo, gch/2}).
B(O,Rd*l/Q) =2 B(O,Rdil/Q) =2

Comme ¢ suit une loi gaussienne, on a P(|¢| > C) > 0 quel que soit C'. On montre de
plus en controlant I'espérance de la norme C! de ij:‘ig §;o; qu'il existe c tel que

Ny Ny
IP’( sup Y _&oj| < cdN?, 472 sup > &Voy| < ch/Q}) > 1/2.
B(07Rd_1/2) j:2 B(O)Rd_l/z) j:2

Ainsi, on a montré qu’il existe C's > 0 tel que, pour tout d,

(20) P({o, B(0, Rd~'/?) contient un ouvert U,
tel que (Ug, Uy N Z,) soit difféomorphe & (RY, S)}) > Cg.

Ceci est bien sfir vrai en remplacant 0 par n’importe quel autre point. Recouvrant RPY
par environ R~'d™/? Volpg(RP"Y) boules disjointes de rayon Rd~'/2, et en sommant sur
toutes ces boules les inégalités (20), on obtient I'existence de cg > 0 tel que, pour tout d,

E(Ng(P)) > cgd™/2.

Ceci démontre le (ii) du théoreme 0.5, qui implique la borne inférieure du (i) en
prenant ¢ (i, N) = Y gepg(n_1) csbi(S).

En utilisant les estimées L? de Hérmander et les résultats d’existence de sections-pics,
cet argument peut étre étendu aux sections holomorphes réelles de fibrés amples plus
généraux. De plus, Gayet et Welschinger peuvent faire les calculs de maniére effective, et

- . N ; —1—q . s . _9,70N
obtiennent pour un produit de spheres S = S x S¥~1~% la borne inférieure cg > e72¢" .

Nous présentons maintenant I’approche de Nazarov et Sodin pour démontrer le théo-
reme 0.11. L’article [NS2] contient plusieurs idées fondamentales. On considére une



1116-21

famille de processus gaussiens sur une variété de dimension N, qui peuvent étre ap-
proximés localement par des processus gaussiens stationnaires sur RY. Cette approxi-
mation en loi se lit directement sur le comportement du noyau de covariance pres de
la diagonale. On peut ainsi, sur des ouverts de petite taille, approcher le nombre de
composantes connexes du lieu des zéros de notre processus initial par celui d'un pro-
cessus gaussien sur RY invariant par translation. Pour étudier ce dernier, on utilise un
théoreme ergodique, qui donne le comportement presque stir du nombre de composantes
connexes dans la boule B(0, R) quand R — +o00. C’est grice a ce théoreme ergodique
qu’on obtient au final une convergence en probabilités au lieu d’un simple encadrement
de I'espérance.

L’article [NS2] est né d'une maturation de plusieurs années a partir de I'article [NS1]
qui traitait du cas des harmoniques sphériques (dans ce dernier cas on a en plus une
concentration exponentielle autour de I'espérance, voir la section 4). Entre-temps, des
notes de cours [So| ont été rendues disponibles sur internet ; la présentation y est 1é-
gerement différente de celle de I'article [NS2]. En préparant ces notes, on s’est surtout
appuyé sur cette derniere référence.

3. THEOREME ERGODIQUE ET TOPOLOGIE ASYMPTOTIQUE
DES HYPERSURFACES NODALES

On s’intéresse d’abord a des processus stationnaires, pour lesquels on utilise un théo-
reme ergodique pour démontrer un résultat de convergence presque siure concernant le
lieu des zéros. On appliquera ensuite ce résultat pour compter les zéros de familles de
processus gaussiens sur une variété, en supposant qu’ils sont approximés localement par
des processus gaussiens stationnaires sur RY.

3.1. Processus gaussiens stationnaires

Comme a la section 1.1, soit (2, B, P) un espace probabilisé. On se donne un processus
gaussien continu presque stirement, défini sur tout RY, w € Q — F, € C°(RY,R). On
suppose de plus que la loi de F est invariante par laction de RY sur C°(RY,R) par

translation (autrement dit, F est stationnaire). Ceci revient a dire que le noyau de
covariance K : RY x RY — R, défini par K (z,y) = E(F(z)F(y)), est de la forme

K(z,y) = k(z —y)
ot k : RV — R est une fonction symétrique, définie positive au sens ou >ohi=1 Eik(m; —
x;)€; > 0 pour tout n, tout n-uplet (x1,...,zx) € (RY)" et tout n-uplet (&,...,&,) €
C™). Par le théoréeme de Bochner, la fonction &k est la transformée de Fourier d'une
mesure borélienne positive finie p sur RY, qui est symétrique au sens ot p(A) = p(—A)
pour tout ensemble A :

(21) k(z) = /]R ().
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On fera les hypotheses suivantes sur la mesure p

(pl) 1l existe p > 4 tel que [pn [A|Pdp(N) < +o0.

(p2) p n’a pas d’atomes.

(p3) Le support p n’est pas contenu dans un hyperplan linéaire.

L’hypothése (pl) assure que K appartient a l'espace CZ2(RM x RY), et donc,
par le théoréeme de Kolmogorov, que F est presque stirement dans C?*~(RY),
avec un bon controle des normes C'7. L’hypothése (p3) assure que le gradient
VF(x) suit une loi gaussienne non dégénérée : la matrice de covariance C(z) =
(811.8%[( (x, y)|y:z> = C(0) est inversible.

1<i,j<N

Une propriété simf)lé mais importante vient du fait que K(x,z) = k(0) ne dépend
pas de z : ceci implique que E(F(2)d,, F(x)) = 30,,K(x,x) = 0 pour tout j. Comme
F(z) et VF(x) suivent des lois gaussiennes, ceci implique que F(z) et VF(z) sont
indépendants.

Pour tout 8 € (0, 1), et pour tout z € RY, on a

(22) E(IF ()| VF(2)]~)

1 ]_ 7i t'LwC(O)_ v
_ —B]|,[|-BN L Rl ()
= 2rk(0))172 det(2rC (0)) 12 /(y,v)eRxRN [yl |v]| 77 e #@e > dydv < 4o00.

On peut alors montrer que, presque stiirement, F' et VF' ne s’annulent pas simultanément

(lemme de Bulinskaya). Mais de plus, on peut en déduire, de maniére quantitative, qu’il
est rare que F' et VF' soient simultanément petits; il est rare de méme qu’'un zéro de F’
soit trop proche d’un point critique.

L’hypothese (p2) est équivalente & la propriété d’ergodicité suivante : soit X C
CH(RY,R) un ensemble mesurable pour la tribu borélienne de C'(R" R). Supposons
X invariant par laction de RY sur C'(R" R) par translation. Alors

P(Fe X)=0oul
(théoreme de Fomin-Grenander-Maruyama).

Quelques notations. Si F' € C'(RY R), on note Zr = F~'{0}. On ne s’intéresse
qu’au cas ou 0 n’est pas valeur critique de F'.

Si W C RY est un ouvert convexe borné contenant 'origine, et si R est un réel
strictement positif, on note RW = {z € RN, R~'z € W}.

On note Ny (R, F') le nombre de composantes connexes de Zp contenues dans RW.
Si W = Bgn(0,1) est la boule unité, on note N(R, F') = Np_,(01)(R, F). Si 7 est
un élément de RY, on note 7,,F la fonction z — F(x + x4). On note N(zo, R, F) =
N(R, 7, F'), c’est le nombre de composantes connexes de Zp contenues dans la boule
ouverte Brn (g, R).

On notera aussi N (R, F') le nombre de composantes connexes de Zp qui intersectent
la boule fermée By~ (0, R), et N(zo, R, F) = N(R,7,,F) le nombre de composantes
connexes de Zp qui intersectent la boule fermée Bgn (7, R).
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3.2. Quelques estimées a priori

Voici pour commencer quelques estimées a priori données par Nazarov et Sodin sous
les hypotheses (pl) et (p3).

Peu de composantes ont un grand diameétre. Pour » > 0, notons N(r, F') le
nombre de composantes connexes de Zr contenues enticrement dans la boule ouverte
B(0,r). Soit N'(r, F) le nombre de composantes connexes de Zp qui intersectent la
sphere S(0, 7). Alors il existe C' > 0 tel que

(23) E(N(r, F)) < Cr™,

(24) E(N'(r, F)) < CrV 1

Idée de preuve de (23). Elle consiste & montrer une inégalité du méme type en rem-
plagant N(r, F') par le nombre de composantes connexes de B(0,7) \ Zr (domaines
nodaux) qui ne touchent pas le bord de B(0,r).

Le nombre de domaines nodaux de I’ dans B(0,r), qui contiennent entierement une
boule de rayon 1/1000, est évidemment borné par (1000r)".

Examinons les autres domaines nodaux. Tout domaine nodal de F' qui ne touche pas
le bord de B(0,r) contient un point critique y de F'. Si notre domaine ne contient pas
de boule de rayon 1/1000, alors B(y, 1/1000) intersecte Zp, on a donc un point critique
assez proche d’un zéro. Cela ne peut pas arriver trop souvent, sinon cela mettrait (22)
en défaut. Une argumentation plus attentive montre que ’espérance du nombre de ces
domaines nodaux trop « fins » est finie quand r est fixé. Par additivité, cette espérance
doit croitre au plus en CrY quand r — +o0. O

Soit alors D > 0. Appelons Nin4(r, D, F') le nombre de composantes connexes de
Zp contenues dans la boule ouverte B(0,7) et qui sont de diametre supérieur a D. En
recouvrant B(0,7) par environ (r/D)¢ boules de diameétre D, et en utilisant I'invariance
par translation, on voit qu'il existe C,C' > 0 tels que pour r assez grand

(25) E(Nigng(r, D, F)) < C(r/D)*E(N'(D, F)) < CrN D71

Ceci implique que

(26) P(Niong(r, D, F) > D7Y2pNy < CD7V2,

Il y a donc relativement peu de composantes de Zr qui sont de diametre supérieur a D.

Peu de composantes bordent un domaine de petit volume. On peut borner
le nombre de composantes de Zp qui sont trop petites. Soit Npe(r, €, F') le nombre de
composantes connexes de Zp contenues dans la boule ouverte B(0, ) et qui bordent un
domaine nodal de volume inférieur a £. Alors il existe ¢, C' > 0 tels que

E(Npetite(r, €, F)) < crivee,
Il y a donc relativement peu de composantes de Zp qui sont « petites ».

La plupart des composantes de Zp sont « stables » au sens suivant.
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Fixons D > 0. Recouvrons B(0,r) par environ (r/D)N boules de rayon D,
B(x;,D),i=1,...,(r/D)".

Pour tous € > 0 et n > 0, il existe 8 > 0 tel que : avec probabilité au moins 1 — ¢, le
nombre de boules B(z;, D) sur lesquelles on a mingep(g,,py max{|F(x)|, |VF(z)|} < 3
est au plus n(r/D)".

Sur les (1—n)(r/D)" boules restantes, on a, pour tout z, |F(z)| > 8 ou |VF(z)| > S.
Ceci implique que les composantes connexes de Zpr contenues dans ces boules sont
« stables » : elles ne sont pas détruites par une perturbation de F', suffisamment petite
en norme C', et de plus, la topologie aprés perturbation reste la méme.

Ceci permet de montrer que la quantité % possede une propriété de semi-
continuité inférieure (& 1 pres) en topologie C* sur F.

3.3. Théoreme ergodique, et application a la topologie du lieu des zéros

Comme plus haut, W est un ouvert convexe borné (non vide) de RY. Nazarov et
Sodin relient Ny (R, F') a des quantités de type « moyennes ergodiques » grace a
I'encadrement suivant (qui résulte essentiellement du théoréme de Fubini), valable pour
tous R>0,r< R :

1 N(z,r, F) x<NW(R,F)< 1 N(z,r F)
Vol RW J(r—ryw Vol Bgn (0,7) = Vol RW — Vol RW J(r+r)w Vol Bgn (0, 1)

Rappelons que N(x,r, F) = N(r, 7.F) et N(z,r, F) = N(r,7,F). En posant

dx.

N(r, F)

O (F)= —~——
(F) Vol B(0,r)

et _
U, (F) = N F)
Vol B(0, )

on peut donc récrire ’encadrement comme
1 N F 1
O, (1, F)dr < wll, F) < U, (1, F)dzx.

Vol RW Jr-ryw Vol RW = Vol RW J(r+ryw

Fixons momentanément r et prenons la limite R — +o00. Les deux quantités de part
et d’autre sont des moyennes ergodiques sur les ensembles (R —r)W, (R+r)W. Quand
R — +00, le théoreme ergodique de Wiener [Be| permet de dire que les membres de
droite et de gauche convergent P-presque stirement et dans L'(€,P). Sous '’hypothése
d’ergodicité (p2), les deux limites sont constantes, égales respectivement a E(®,.(F')) et
E(V,(F)). Remarquons de plus que d’apres (24)
N'(r, F) .
0 <E(V,(F)) —E(®.(F)) < Vol BO0.1) O(r—),

qui tend vers 0 quand r — +o00. Il en résulte le théoreme suivant :

THEOREME 3.1. — converge quand R — 400, P-presque sirement et dans
LY, P), vers v =lim, o E(®,.(F)).
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Stricte positivité de v. Les conditions (pl), (p2), (p3) ne suffisent pas a assurer que
v > 0. Cherchons maintenant une condition suffisante a cela. La preuve a montré que
v > E(®P,(F)) pour tout r > 0, il suffit donc de trouver un r > 0 tel que E(®,.(F)) > 0,
autrement dit E(N(r, F)) > 0. Appelons v la mesure image de P par I'application
w > F, : c’est une mesure de probabilité sur I'ensemble C°(RY, R) muni de la topologie
de convergence C° sur les compacts, et de la tribu borélienne associée. La condition
recherchée s’écrit [ N(r, f)dvy(f) > 0, et elle est satisfaite des que v{f, N(r, f) > 0} > 0.

Remarque 3.2. — Toute la discussion qui suit reste valable en remplacant partout

CO'(RN R) par C1 (RN, R).

Pour assurer que v > 0, il suffit donc d’exhiber une fonction f € CO(RY,R), contenue
dans le support de 7, et un voisinage U de f dans C°(RY, R), tels que tous les éléments
de U ont une hypersurface nodale entierement contenue dans la boule ouverte B(0, 7).

Or, Nazarov et Sodin identifient précisément le support de +. Rappelons que nous
notons p la transformée de Fourier du noyau de covariance (21). Soit H(p) = L3 (R, p)
I’espace de Hilbert formé des fonctions de carré intégrable pour p, et hermitiennes,
c’est-a-dire vérifiant h(z) = h(—z). A h € H(p) on associe la transformée de Fourier de
la mesure hp,

Flhp) = [ e h(@)dp(a),

qui est une fonction a valeurs réelles. L’espace FH(p) des fonctions ainsi obtenues est
inclus dans C°(RY,R). Nazarov et Sodin montrent que le support de « est précisément
I'adhérence de FH(p) dans CO(RY, R). Un argument semblable & celui de la « barriere »
de la section 2 est caché dans la preuve (omise) de cette assertion, cet argument n’a
donc pas disparu du résultat abstrait !

Le support de v contient en particulier I’ensemble des transformées de Fourier Fpu,
ou u décrit 'ensemble des mesures complexes a support compact, hermitiennes (i.e.
w1(B) = pu(—B) pour tout borélien B) et dont le support est contenu dans supp p. Ceci
conduit a la condition suivante, suffisante a assurer que v > 0 :

(p4) 1l existe une mesure complexe & support compact, hermitienne, dont le support
est contenu dans supp p, et un ouvert borné W C R¥, tels que :

Fu <0 sur OW, et il existe o € W tel que Fpu(xy) > 0.

Ezxemple 3.3. — Supposons que le support de p contienne une sphere centrée en 0 et
de rayon a. Prenons 1 = 0, la mesure de volume sur cette sphére. Sa transformée de
Fourier Fo, est donc dans le support de 7. La fonction Fo, est radiale, et il est connu
qu’elle change de signe transversalement dans une boule B(0,r), si r est choisi assez
grand. Ceci implique Pexistence d'un voisinage U de Fo, dans C°(RY | R) tel que toutes
les fonctions g € U ont une composante nodale contenue dans B(0,7). On a donc dans
ce cas Y{f, N(r, f) >0} >0, et v > 0.
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3.4. Familles de processus gaussiens sur des variétés

On s’intéresse maintenant a une famille (1) de processus gaussiens réels continus sur
un ouvert U de RY (ou plus tard une variété M sans bord de dimension N), indexée
par un parametre L qui varie dans un ensemble dénombrable et qui tend vers I'infini.
On note Ky, : U x U — R le noyau de covariance de fy,.

Ezemple 3.4. — Les exemples 0.8 et 1.1 font intervenir une famille (Hy) d’espaces
de Hilbert de dimension finie, qui s’injectent continiment dans C°(M,R), et vérifient
que dim Hj, [ oo Si (ex) est une base orthonormée de (Hp), on pose fr(z) =
>iEkex(x), ot les & sont des variables aléatoires réelles indépendantes, suivant des lois
gaussiennes centrées réduites. La loi de fr, ne dépend pas du choix de la base (e), c’est
la mesure gaussienne sur #H; (Définition 0.1). Le noyau de covariance est

Kp(z,y) = B(fL(z Z en(x

fr(z)
K(z,x)’

fr, on peut supposer que K (x,z) = 1 pour tout z, ce que nous ferons par la suite.

Quitte a remplacer fr(z) par ce qui ne change pas le lieu d’annulation de

Dans les exemples 0.8 et 1.1, le noyau de covariance converge apres renormalisation
pres de la diagonale, vers un noyau de covariance invariant par translation. Ceci permet
a Nazarov et Sodin d’approcher f;, sur des boules de petit rayon, par un processus
gaussien stationnaire sur R, auquel on appliquera le théoréme 3.1 pour compter les
zéros. Cette approximation locale est subtile, et la nécessité de rendre rigoureuse cette
intuition justifie 'intérét des définitions techniques suivantes

Nous commencons par le cas d'un ouvert U de R¥. Pour tout x dans U, définissons
le noyau de convergence renormalisé

u v
Kx,L(u,v) = KL (iL‘+L,.Z'+L>,

correspondant au processus fr, « zoomé » au voisinage de x, défini par
u
fenlw) = f1 (7).

DEFINITION 3.5. — On dit que la famille de processus gaussiens (fr) est L-oscillante
st les conditions (i) et (ii) suivantes sont réunies.
(i) Pour tout compact Q@ C U,

limsup max max L%~ ‘ﬁ||8a(95KL($ y)| < +oo.
Lo lal|8i<2 2,€Q

(it) Pour tout x € U, soit (Cﬁ(m) 0,0y KL(x,y)w:x) la matrice de cova-
1<i,j<N
riance du vecteur gaussien V fr(x). On demande que, pour tout compact Q C U,

lim inf 1nf L™ det C*(z) > 0.

L—+00 z€Q

On dit que la famille de processus gaussiens (fr) est stationnaire et ergodique d
Uéchelle L si les conditions (iii) et (iv) suivantes sont réunies.
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(iii) Pour tout x € U, il existe une fonction k, : RY — R de classe C? telle que,
pour tous u, v,
lim K, (u,v) =k,(u—0).

L—+o0
(iv) La fonction symétrique, définie positive k, s’écrit k,(u) = [ e Udp,(u), ot p,
est une mesure positive finie symétrique sans atomes.

Nous avons traduit le simple mot « tame » employé par Nazarov et Sodin par plu-
sieurs expressions : I'expression « L-oscillante » couramment employée en analyse semi-
classique, pour exprimer le fait que V fi est typiquement de taille L ; et I'expression
« stationnaire et ergodique a 1’échelle L » pour exprimer que sur des boules de rayon
L~ le processus est presque stationnaire, et ergodique. L’hypotheése (i), qui empéche
des oscillations trop sauvages de K, impose une borne supérieure sur la vitesse d’os-
cillation de fr. L’hypothese (ii) va dans autre sens en empéchant la loi de L™V f de
dégénérer.

L’hypothese (iii) (avec (i)) implique que pour tout x le processus f,  converge en
loi vers un processus gaussien F, sur RY, continu presque sfirement, stationnaire, et
de mesure spectrale p,. Les hypotheses (i), (ii) et (iii) impliquent que chaque mesure
spectrale limite p, vérifie les hypotheses (pl) et (p3), 'hypothese (iv) demande qu’en
plus p, vérifie 'hypothese d’ergodicité (p2). En particulier le théoréme 3.1 s’applique a
chaque processus F), et fournit une quantité v, > 0. Nazarov et Sodin montrent que la
fonction x — v, est mesurable, et bornée sur tout compact de U.

THEOREME 3.6 ([NS2]). — Soit (fr) une famille de processus gaussiens sur U,
L-oscillante, stationnaire et ergodique a ['échelle L. Soit U un ouvert relativement
compact de U, dont la frontiére est de mesure nulle. Soit N(fr,U’) le nombre de
composantes connexes de Zy qui intersectent U'. Alors

E(‘LlNN(fL,U’)—/UIVOO(dl’)D 0

L—+o0c0

0l Voo (dx) = vpdx.au

L’idée de la preuve est grossierement la suivante. Les zéros de f; sur une boule
B(z,R/L) de rayon R/L sont ceux de f, sur B(0, R), et suivent donc approxima-
tivement la méme loi que F,. Si R est grand, il y a donc, d’apres le théoreme 3.1, a
peu prés v,wy RY composantes connexes de Z;, dans B(x, R/L). En intégrant I'estimée
précédente par rapport a x € U’, pour la mesure de Lebesgue dx, chaque composante
connexe est recouverte environ wy (R/ L)Y fois. Donc N(f1,U’) vaut approximativement
wyRM(wn(R/L)N)! [y vedx = LY [ vpda.

L’approximation du lieu des zéros de f, 1 par celui de F, constitue un travail tech-
nique considérable, que nous éludons ici. Les notes de cours [So] et l'article [NS2]| ne
suivent pas exactement la méme démarche : dans [NS2] on utilise juste le fait que f,
et F} sont proches en loi, alors que dans [So| on raisonne par couplage : on montre qu’il
est possible de trouver un couple de variables aléatoires ( e b 7) définies sur un méme
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espace de probabilités, telles que f; ; ait méme loi que f, 1, et F ait méme loi que F},
et telles qu’avec grande probabilité f; ; et I soient proches en norme ct.
Cette approximation montre en particulier qu’'a x € U et € > 0 fixés,
N B(z,R/L
(fL7 (l’, / )) ZE =0.
Vol(B(0, R))

Elle montre aussi que les estimées a priori de la section 3.2 restent vraies pour f,

lim limsupP
R—+o00 400

_VIL'

au lieu de F, (pour L grand). Par exemple, l'estimation (25) se traduit par le fait
que le nombre de composantes de Z;, de diametre supérieur a D/L est en moyenne
O(D™Y LY, donc relativement petit pour D grand.

Le théoreme reste vrai en remplacant I'ouvert U C RY par une variété sans bord M.
On demande maintenant que pour toute carte 7 : Q C RY — M, le processus gaussien
(from) soit L-oscillant, stationnaire et ergodique a ’échelle L, approché par un processus
stationnaire Fy . On note alors v,(x) la quantité obtenue en appliquant le théoreme
3.1 au processus F ;. Dans le théoreme 3.6, la mesure v, sur M est maintenant celle
dont 'expression dans toute carte 7 : Q@ — X est v, (z)dz.

Ezemple 3.7 (obtention du théoréme 0.11 comme corollaire du théoreme 3.6)
Reprenons l'exemple 1.1 avec, pour fixer les idées, a(A) = A, ce qui correspond
a la valeur ¢ = 1 dans le théoreme 0.11. Prenons L = A2, et soit f; une fonction
aléatoire dont la loi est la mesure gaussienne sur ’espace de Hilbert de dimension finie
Hyp = Hpy- On a K, = Kpy. Soit m : Q € RY — M une carte. Le développe-
ment asymptotique (10) nous dit exactement que f7, o7 est L-oscillant, et approché au
voisinage de = par le processus stationnaire F , dont le noyau de covariance est

h(C) = ;Nmncna - wlNJN«tc G(x)O)Y?)

pour ¢ € RY (il faut se souvenir que Nazarov et Sodin normalisent les noyaux de
covariance de sorte que leur valeur en ¢ = 0 donne 1, d’ou la division par wy). Nous
avons noté G(z) = (g;;(r)) la matrice représentant la forme quadratique ¢ — [|C||2
dans la base canonique, autrement dit ’expression de la métrique g en coordonnées
locales. Un changement de coordonnées linéaire montre que v;(z) = Veyqy/det G(x),
OU Veye €st la valeur de v donnée par le théoreme 3.1 pour le noyau de covariance
k() = oo In((C- ¢)Y?). La mesure v, vaut donc v, fois la mesure de volume
riemannien. Le théoreme 0.11 pour £ = 1 s’obtient a partir du théoreme 3.6 en prenant
U = M, et en posant vy y = Veyq. La valeur numérique de la constante ve,q est
inconnue.

3.5. Résultats de Sarnak et Wigman sur la topologie des composantes
connexes

Sarnak et Wigman [SW] ont repris la méthode de Nazarov et Sodin pour obtenir des
résultats sur la topologie et 1’« emboitement » des composantes de Zg, comme 1’ont
fait Gayet et Welschinger (remarque 0.15). Si 0 est valeur réguliere de F', et si ¢ est
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une composante connexe de Zp, on note ¢ € H(N — 1) son type de difféomorphisme.
Comme dans l'introduction, on associe aussi a ¢ un arbre fini enraciné t(c), qui décrit
comment les autres composantes de Zr s’emboitent « a l'intérieur » de c.

On note C(r, F') 'ensemble des composantes connexes de Zr contenues dans la boule
ouverte B(0,r). Pour r > 0, on associe & F' les mesures de probabilité

- 1
o 1 s,
sur H(N — 1) et
1
T - - )
Hpy N(T, F) Z t(c)

ceC(r,F)

sur 7. Remarquons que, si S € H(N —1), pgiN_l)(S ) est la proportion de composantes

connexes ¢ de Zp contenues dans B(0,7) telles que ¢ = S. De méme si T € T, u},,.(T)
est la proportion de composantes connexes ¢ de Zr contenues dans B(0,r) telles que

t(c)="T.

THEOREME 3.8 ([SW]). — Soit F' un processus gaussien stationnaire sur RY | continu
presque strement. On suppose que sa mesure spectrale p vérifie les hypothéses (p1) avec
p =6, (p2), (p3), (04).
Alors il existe une mesure de probabilité p'™=1 sur H(N — 1) et une mesure de
probabilité " sur T telles qu’on ait, P-presque stirement et dans L'(Q,P),
g D(S) =2 pI(S)

r——+00
et
pin(T) — 1’ (T)

r—r+00

pour tout S € H(N — 1) et tout T € T.

L’existence des limites u?™N=1(H) et u7 (T) résultent de nouveau d’une application
du théoréme ergodique de Wiener. Comme les ensembles H(N —1) et 7 sont infinis, on
HN=1) ot 1,7 sont des mesures positives de masse totale
(N *1))

r

peut seulement dire a priori que
inférieure a 1. Sarnak et Wigman ont montré que la famille de probabilités E(ug

(N=1) st de masse totale 1. Ils utilisent pour

est tendue, ce qui implique que sa limite ;i
cela est le théoreme de finitude de Cheeger : pour tous D, £ et K > 0, le nombre de
classes de difféomorphismes de variétés riemanniennes compactes de dimension N — 1,
de diameétre inférieur a D, de volume supérieur a £ et de courbure sectionnelle comprise
dans [— K, K], est fini. Or, les estimées a priori de la section 3.2 impliquent que les
composantes nodales de Zr ne peuvent typiquement avoir un diametre trop grand, ni
un volume trop petit, ni une courbure trop grande (ce dernier point vient de I’hypothese
(pl) avec p > 6, qui implique que F' est désormais de classe C®~ presque sfirement, avec
un bon controle de sa norme C?). Pour tout sous-ensemble A C H(N — 1), appelons

alors N(r, A°, F') le nombre de composantes connexes de Zp contenues dans B(0,7) et
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dont la classe de difféomorphismes n’est pas dans A. Sarnak et Wigman montrent que
pour tout 1 > 0, il existe un ensemble fini A C H(N — 1) tel que

(27) E(N(r, A¢, F)) < gr®Y,

(N-1)

.~ ) est tendue.

pour r > 1~ C’est exactement dire que la famille E(u?

Comme plus haut, on peut alors chercher des conditions suffisantes pour affirmer que
pIN=1(S) > 0 pour tout S; c’est-a-dire que toutes les classes de difféomorphismes
apparaissent typiquement dans Z avec fréquence positive. Pour avoir pV=Y(S) > 0,
on raisonne comme on ’avait fait plus haut pour la positivité de v : on a, pour tout r > 0,
pfHWN=D(8) > E(ug’an_l)(S)), donc il suffit de trouver un r tel que v{f, /L]IZI’,SN_I)(S) >
0} > 0. Il suffit pour cela d’étre capable d’exhiber une mesure complexe a support
compact, hermitienne, dont le support est contenu dans supp p, telle que le lieu des
zéros de la transformée Fpu contienne une composante connexe (contenue dans une
boule B(0,7)) dans la classe de difféomorphisme S, et sur laquelle VFu ne s’annule
pas. Ces propriétés restent alors vraies sur tout un voisinage U de Fyu dans C*(RY | R).
Comme Fpu est dans le support de vy, on a y(U) > 0 et donc v{f, u?ﬁNﬁl)(S) >0} > 0.

Sarnak et Wigman savent montrer de la sorte qu’on a p™=Y(S) > 0 pour tout S,
des que le support de la mesure spectrale p a un intérieur non vide. Canzani et Sarnak

parviennent a la méme conclusion si le support de p contient une sphere centrée en 0

CS].

4. « GRANDES DEVIATIONS »

Il n’existe pas, en toute généralité, de résultats concernant la vitesse de convergence

vers 0 dans le théoreme 0.11. On ne dispose pas, par exemple, d’estimées sur la variance

de b?\SVZ/Q) Pourtant, les travaux initiaux de Nazarov et Sodin comme ceux de Gayet

et Welschinger visaient des résultats de grandes déviations : nous entendons par la
des bornes exponentiellement petites explicites sur la probabilité d’événements rares
[NS1, GW1].

Venant du monde de la géométrie algébrique, Gayet et Welschinger sont entrés dans
le monde probabiliste en s’interrogeant sur la probabilité quune courbe projective de
degré d aléatoire satisfasse le cas d’égalité de la borne supérieure de Harnack, c¢’est-a-dire
quelle posséde 3(d — 1)(d — 2) + 1 composantes connexes [GW1]. Travaillant toujours
avec I’ensemble de Fubini-Study complexe, ils ont montré que pour tout ¢ > 0, il existe
C,D > 0 tels que, pour tout d,

d2
(28) P (P € Ry hom(Xo, X1, X2), bo(Zp) > 5 - cd> < Ce P4,

De maniere plus générale, la question des grandes déviations pour les courants aléatoires
dans des systemes de diviseurs qui ne sont pas maximaux a été étudiée par Dinh et
Sibony [DS]. Si l'on a by(Zp) > % — cd, un résultat de De Thélin [DeT] implique que
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le courant d’intégration (%Zp = 585 log | P|* sur les zéros complexes de P reste dans
un compact de courants laminaires, et donc loin du courant w donné par la forme de
Fubini-Study sur CP2. Les résultats de Shiffman et Zelditch évoqués aprés le théoréme

1.6 nous disent que P (éZp est loin de w) — 0, et un calcul explicite de tous les
d—+00

moments de éZp donne la borne explicite en Ce™P?. Nous I'avons vu, les travaux
ultérieurs ont montré que bo(Zp) est en fait typiquement d’ordre d, la racine carrée
de la borne de Harnack. Rappelons au passage que si 'on travaille avec ’ensemble de
Fubini-Study réel, by(Zp) devient presque stirement proche de %adQ, ol a est la constante
apparaissant dans le théoreme 0.9. La valeur de a n’est pas connue, mais des simulations
numériques semblent montrer que a est de l'ordre de 0.04 [Na].

Dans l'article [NS1], le résultat de concentration exponentielle (6) s’explique par le
fait que 'on travaille dans ce cas avec de véritables fonctions propres aléatoires, au lieu
de clusters aléatoires de fonctions propres. Une fonction propre possede des propriétés
de régularité qui impliquent que certaines estimées de la section 3.2, énoncées comme
vraies avec une grande probabilité, sont maintenant toujours vraies. Quelques exemples :
I'inégalité de Faber-Krahn implique qu’il existe C' > 0 tel que tous les domaines nodaux
d’une harmonique sphérique de degré d aient une aire supérieure & Cd 2. La formule de
la moyenne permet de controler la valeur d'une harmonique sphérique en tout point x
par sa norme L? sur une boule centrée en x. Enfin, sur la sphére, ou plus généralement
sur une surface analytique, on sait que la longueur totale des lignes nodales pour une
harmonique sphérique de degré d est en O(d) [DF, DF2]. Ce comportement extrémement
gentil des harmoniques sphériques confere a la fonction f € HSy(d) — %
propriété de semi-continuité inférieure, si HSy(d) est muni de la topologie héritée de
celle de L*(S?) (la semicontinuité en topologie C'* est beaucoup plus facile a obtenir!).
Nazarov et Sodin invoquent alors un résultat de concentration de la mesure pour les lois

une

gaussiennes en grande dimension, di a Sudakov et Tsirelson [SuTs| et a Borell [Bor],
: e . bo(Zy)
pour conclure que si f est choisie aléatoirement selon une telle loi, =5 se concentre

d2
exponentiellement vite autour de sa médiane.
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