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PARCIMONIE ET SYSTEMES LINEAIRES SOUS-DETERMINES
[d’aprés Emmanuel Candés]|

par Francis BACH

INTRODUCTION

Les systémes linéaires sous-déterminés, avec plus d’inconnues que d’équations, sont
trés courants dans de nombreux domaines d’applications des mathématiques. Dans ce
texte, nous considérons le systéme suivant :

(1) y = Axz,

dans la variable x € R", o1 A est une matrice m x n et y € R™. Nous ferons toujours
I'hypothése que (a) le systéme a au moins une solution, i.e., y s’écrit Az* pour un certain
x* € R™ a priori inconnu et non unique, et que (b) le systéme est sous-déterminé, i.e.,
m est inférieur a n. La difficulté majeure est alors notamment 1’absence de solution
unique.

Ces systémes sont tres fréquents dans de multiples domaines d’applications de plu-
sieurs branches des mathématiques, avec des tailles m et n pouvant atteindre 1'ordre
du million. Par exemple :

(a) En traitement du signal, = peut représenter un signal dont on n’observe qu’un
sous-ensemble y de sa transformée de Fourier discréte (A est alors une matrice de
cosinus et de sinus), une situation courante par exemple en imagerie médicale.

(b) En statistique, A peut représenter I’expression d’un trés grand nombre n de génes
chez m individus, et pour chacun de ces individus i € {1,...,m}, on observe une
réponse y; € R (codant par exemple 'apparition d’une maladie), que ’on cherche
a prédire comme combinaison linéaire des expressions des génes, le vecteur x
représentant alors les coefficients inconnus de cette combinaison.

(c) Le vecteur x peut aussi étre une matrice dont on n’observe que certains éléments
et que l'on souhaite compléter, dans des applications comme le “filtrage collabo-
ratif” (certains utilisateurs ont donné une note a certains produits, et on cherche
a proposer une note pour tous les couples utilisateur-produit), ou le “criblage vir-
tuel” (certaines molécules ont été expérimentalement testées sur certain agents
pathogeénes, et on cherche & trouver des molécules actives pour chaque agent).

Pour pallier I’absence de solutions uniques, certaines structures, dites de parcimonie,
peuvent étre imposées sur les solutions :
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— Parcimonie : le vecteur x est supposé creuz, i.e., la plupart de ses composantes
sont égales & 0. On appellera vecteur k-creux, un vecteur dont le nombre de
composantes non nulles est inférieur ou égal a k. En pratique, k sera trés petit
par rapport & n. Dans un cadre de traitement du signal ot x est un signal et y un
vecteur de mesures, I’échantillonnage sera dit compressé car m sera trés inférieur
a la taille du signal n.

— Rang-faible : dans le cas de signaux matriciels, la matrice x est supposée avoir
un rang faible. En pratique le rang r sera trés inférieur aux nombres de lignes et
de colonnes de la matrice.

Par exemple, dans 'application en génomique présentée ci-dessus, un petit nombre de
geénes est supposé impliqué dans la prédiction de la réponse, alors que pour la complétion
de matrices, un petit nombre de facteurs est supposé expliquer chaque entrée de la
matrice.

Ces structures ne permettent pas par elles-mémes d’obtenir des solutions uniques sans
hypothése supplémentaire. Par exemple, si on considére un vecteur 1-creux dans R”,
dont seule la derniére composante est non nulle, observer les premiéres composantes,
ce qui correspond & une matrice A elle-méme trés creuse, ne permet pas de retrouver
le vecteur initial. Il est donc nécessaire de faire des hypothéses supplémentaires sur la
matrice A. En particulier, les lignes de la matrice A (elles-mémes des signaux de méme
taille que le signal = & estimer) ne doivent pas étre trop corrélées avec le signal = de
telle sorte que chaque mesure contienne de I'information sur les composantes non nulles
de z.

Le but de ce texte est de présenter les travaux récents sur la résolution de tels systémes
avec hypothese de parcimonie ou de rang faible. Cette simple hypothése donne lieu a
une théorie riche mettant en jeu des concepts de convexité et de matrices aléatoires et
nous nous focaliserons principalement sur les contributions d’Emmanuel Candeés et de
ses co-auteurs, sur 1’échantillonnage compressé et la complétion de matrices, qui sont
deux instantiations marquantes de ces systémes sous-déterminés.

Ce texte sera organisé comme suit : en section 1, nous présenterons la méthode de
résolution proposée par optimisation convexe et les deux principaux résultats; la preuve
du premier résultat sera présentée en section 2 alors que la preuve du deuxiéme résultat
sera esquissée en section 3. Enfin, en section 4, nous décrirons des aspects de transition
de phases quand la matrice A est gaussienne, faisant le lien avec d’autres branches des
mathématiques. Pour finir, en section 5, nous présenterons certaines perspectives que
ces travaux ouvrent, ainsi qu'une description non exhaustive d’autres problémes liés
a la parcimonie. Ce texte s’inspire de 'article d’Emmanuel Candés publié au Congrés
International des Mathématiciens [Canl].
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1. RESOLUTION PAR OPTIMISATION CONVEXE

Etant données les grandes tailles des problémes a résoudre, il est crucial de considérer
des méthodes de résolution dont le temps de calcul ne grandit pas trop vite avec les
tailles m et n. Ainsi, la méthode naive consistant a résoudre les systémes linéaires en
essayant tous les (Z) supports de taille k£ n’est pas utilisable en pratique. Nous considé-
rerons des méthodes d’optimisation convexe, dont le temps de calcul est polynomial en
k, m et n. Dans la suite, on notera ||z, = (Y1, |xi|p)1/p la norme ¢, pour p € [1, 00|,
et ||z]|co = max{|z1],...,|x,|} la norme /., de .

1.1. Résolution par pénalisation d’une norme

La méthode naive présentée ci-dessus correspond & minimiser par rapport a x € R”
le nombre de non-zéros de x, que nous noterons ||z, sous la contrainte Az = y. Nous
allons remplacer la pénalité = — ||z||p par une fonction convexe bien choisie.

Il est naturel de considérer 1’enveloppe convezxe de cette pénalité, i.e., la plus grande
fonction convexe qui lui est inférieure. Si on se restreint aux vecteurs de norme /.,
bornée par un, alors cette enveloppe convexe est exactement la norme ¢; de z. Ceci
donne le probléme d’optimisation suivant [Tib, CDS] :

(2) min |z||1 tel que Az = y.

Dans le cas des matrices de rang faible, la pénalité non convexe naturelle est le rang
de la matrice, et son enveloppe convexe sur ’ensemble des matrices dont les valeurs
singuliéres sont bornées par un, est la norme nucléaire, égale a la somme des valeurs
singulieres [FHB|. Cette construction d’enveloppe convexe pour les méthodes parci-
monieuses est plus générale et s’étend naturellement a des problémes de parcimonie
structurée, avec des structures de blocs ou d’arbre |Bac].

En termes computationnels, le programme convexe en Eq. (2) peut se résoudre en
temps polynomial en m et n. Une premiére solution est de le formuler comme un pro-
bléme de programmation linéaire (objectif et contraintes linéaires), ce qui permet d’uti-
liser des algorithmes de simplexe [ST| ou de points intérieurs [NN]. Si ces reformulations
permettent d’obtenir une solution avec haute précision, elles nécessitent la résolution
de systémes linéaires potentiellement grands. Pour les problémes de grande taille, la
formulation pénalisée ming,cgn»
thodes du premier ordre utilisant la structure séparable du probléme [BT, BJMO], la

z|l1 + 5 |ly — Az[|* est souvent considérée avec des mé-

résolution se faisant alors & travers une succession de multiplications matrice-vecteur
avec la matrice A.

1.2. Systémes aléatoires et garanties d’unicité

Dans cette section seront présentés les deux résultats principaux pour I’hypothése de
parcimonie (vecteur z creux), dans un ordre chronologique. Le premier a été obtenu
par Emmanuel Candés et Terence Tao en 2005, et indique que si la matrice A a des
composantes gaussiennes indépendantes, alors la pénalisation par la norme ¢; permet
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de retrouver z* a partir de Ax* pour tout z* € R" k-creux, pour k suffisamment petit
(i.e., légérement sous-linéaire en m).

THEOREME 1.1 (|[CT1]). — Soit A une matrice dont les éléments sont des variables
aléatoires gaussiennes indépendantes, de moyenne nulle et de variance 1/m. Alors, si
k < clﬁ, avec probabilité supérieure a 1—e~", pour tout vecteur x* € R" k-creux,
UEq. (2) pour y = Az* a comme solution unique x*. Les constantes ci,c; € R sont
universelles.

Il est & noter que ce résultat n’est pas améliorable [CT2] en terme de nombre k d’élé-
ments non nuls que I'on peut retrouver : a un terme logarithmique preés, il faut et il suffit
d’un nombre de mesures m proportionel au nombre k£ de composantes a déterminer. Par
ailleurs, la dimension ambiante des données n n’intervient que logarithmiquement. La
preuve de ce résultat est présentée en section 2 et met en jeu la notion d’isométrie res-
treinte, qui est un critére déterministe suffisant pour 'unicité de la solution pour tout
x* k-creux. La matrice gaussienne est alors une matrice parmi d’autres satisfaisant ce
critére avec forte probabilité.

Le résultat suivant, d’Emmanuel Candés et de Yaniv Plan, s’affranchit de ce passage
par cette condition d’isométrie restreinte, et considére que chacune des m lignes a; € R
de A, i =1,...,m, est échantillonnée aléatoirement d’une loi isotrope (moyenne nulle
et covariance égale a 'identité). Ce résultat met en valeur la notion de cohérence p(A)
définie telle que

nax Jai| < p(A),
avec forte probabilité ou presque siirement. Cette cohérence sera large égale a n si les
lignes de A sont prises uniformément & partir de la base canonique (multipliée par n
pour assurer lisotropie), et par exemple égale a 1 pour des lignes correspondant a la
base de Fourier discréte. Le théoréme suivant montre que cette quantité controle le
nombre de mesures nécessaires pour retrouver un signal donné.

THEOREME 1.2 (|CP|). — Soit x* un vecteur fize k-creux dans R™. Si les m wvec-
teurs ay,...,a, € R™ sont isotropes et indépendants, et si y = Ax*, alors si m > c3
(14 B)u(A)klog(n), avec probabilité au moins 1 —5/n—e P, x* est 'unique minimum
de l'Eq. (2), ot c3 est une constante universelle.

Comme pour le résultat précédent, le nombre de mesures n’est pas améliorable, car
on peut trouver des exemples o 'agorithme échoue avec moins de mesures [CP|. Par
rapport au résultat précédent, la garantie n’est que sur un signal fixe k-creux (i.e.,
pas sur tous les signaux k-creux), mais il permet un choix de matrices A beaucoup plus
flexible, qui inclut les bases de Fourier par exemple, mais aussi les matrices gaussiennes.
Une esquisse de preuve sera présentée en section 3.
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1.3. Résultats pour la complétion de matrices

Dans le cadre de la complétion de matrice, on cherche & estimer une matrice X
de taille ny X mo, a partir d’'un certain nombre de ses éléments pris au hasard. Ceci
correspond a une projection uni-dimensionnelle aléatoire (mais non gaussienne). Comme
pour le cas des vecteurs creux dans la section précédente, une notion d’incohérence entre
le signal (la matrice X de rang faible) et les mesures (les formes linéaires accédant aux
¢léments de la matrice) est nécessaire et est introduite par [CR]; u(X) est maintenant
le plus petit nombre tel que :

1223; %HﬂcolonHOS(X)eng < p(X) et 12}.2};2 %HWHgHOS(X)eng < (X)),

ou r est le rang de X, ¢; le i-éme vecteur de la base canonique, et Teolonnes(x)
(resp. Tiignes(x)) la projection orthogonale sur I'espace engendré par les colonnes (resp.
les lignes) de X. Ce paramétre mesure la corrélation entre les espaces engendrés par
les lignes et les colonnes de X avec les axes de coordonnées. Une matrice de forte
cohérence sera plus difficile a estimer car elle aura un espace de colonnes (ou de lignes)
trop aligné avec un des axes (dans le pire cas, tant quun élément particulier n’a pas
été sélectionné, la matrice X n’est pas estimable). Le théoréme suivant permet une
estimation précise de ce nombre de mesures.

THEOREME 1.3 ([CR, CT3|). — Soit X* une matrice fize de taille ny X ny et de rang r.
Si on sélectionne aléatoirement et uniformément m éléments de X* et que l’on minimise
la norme nucléaire de X avec contrainte d’avoir les mémes valeurs pour les éléments
observés, alors sim = cap(X*)r(ny + ng — 1) log?(ny + ny), avec probabilité au moins
1 —n~1 X* est l'unique minimum, ot ¢y est une constante universelle.

Le résultat est formellement proche de la situation de parcimonie (vecteurs creux),
car la quantité r(n; + ny — r) est le nombre de réels nécessaires pour représenter une
matrice de rang r (correspondant & k pour un vecteur k-creux). Par ailleurs, au terme
logarithmique preés, ce résultat n’est pas améliorable [CT3].

1.4. Interprétation géométrique

Il existe une interprétation géométrique classique des résultats portant sur les normes
induisant de la parcimonie (sur les ¢éléments ou le spectre de la matrice). Les mé-
thodes présentées minimisent une norme € sur un espace affine. Etant donné un élément
x* € R™, on peut considérer le cone tangent a x, i.e.,

(3) C={heR", tel qulil existe ¢ > 0,Q(z + ch) < Q(z)}.

Un tel cone est représenté en Figure 1 pour la norme /¢;.

Le probleme d’optimisation a alors une solution unique si et seulement si I'intersection
du noyau de A et du cone tangent est réduite a {0}. La raison intuitive pour laquelle
minimiser la norme ¢; permet de retrouver des éléments creux vient du fait que le cone
tangent est « étroit » pour ces vecteurs creux, et le noyau de A ne va typiquement pas
intersecter le cone tangent pour la plupart des matrices A prises aléatoirement. Dans les
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FIGURE 1. Boule ¢; (bleu foncé), cone tangent pour la norme ¢; (bleu clair) et
sous-espace affine d’équation Az = b (rose). Quand l'espace affine est tangent
a la boule, la solution est unique. De [Canl].

sections suivantes, nous allons montrer ceci précisément en utilisant des outils d’analyse
convexe et de matrices aléatoires.

2. ANALYSE PAR ISOMETRIE RESTREINTE

On considére le probléme d’optimisation en Eq. (2). On suppose donné un z* € R”
k-creux, pour k < n, on considére y = Az* et on résout le probléme en Eq. (2); on
souhaite que x* soit la solution unique.

Si A a des colonnes orthonormales, i.e., ATA = I, ce qui impose m > n, alors
le probléme a trivialement une solution unique z*. Les premiers travaux dans ce
domaine [DE, GN| ont considéré des situations s’écartant légérement de cette si-
tuation idéale eanaisant une hypothése de cohérence maximale, i.e., la cohérence
fo= maKiz, (AUL(E/Q?X%)
n colonnes différentes de A, est supposée suffisamment faible. On peut alors montrer
que si k est plus petit que %(1 + %), alors z* est bien la solution unique (ce résultat sera
un corollaire de résultats ci-dessous). Cependant, si I'on peut effectivement considérer
des matrices A pour lesquelles m < n, la cohérence maximale de la matrice m xn A est
toujours supérieure a 1/y/m [SH|, ce qui implique que la taille maximale des signaux
que 'on peut retrouver est inférieure & une contante fois m'/? ot m est le nombre de

73, définie comme le cosinus maximal de I'angle entre deux des
11

mesures. Ceci reste trés inférieur a la performance m/log(n/m) que nous atteindrons
ci-dessous. On notera aussi la différence avec le théoréme 1.2, qui utilise une notion de
cohérence différente, et permettra d’obtenir des performances nettement supérieures.

2.1. Condition déterministe : isométrie restreinte

On définit A; la sous-matrice de A de taille m x |I|, obtenue en ne gardant que les
colonnes indexées par I.
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DEFINITION 2.1. — La matrice A satisfait la propriété d’isométrie restreinte a l’ordre k
si il existe 6 € [0, 1] tel que pour tout I C {1,...,n} de cardinalité inférieure ou égale
a k, les valeurs propres de A] A; sont comprises entre (1 —6) et (1+6), i.e., pour tout
reRF :

(1= 0)llol? < I Asl2 < (1 + d)lJe]2

On notera d;, la constante d’isométrie restreinte a 'ordre k définie ci-dessus. On
montre facilement qu’avec une cohérence de y, alors les valeurs propres de A] A; sont
dans l'intervalle [1 — p(k —1), 14 pu(k —1)], et donc la propriété d’isométrie restreinte a
Vordre k est satisfaite pour p < 1/(k — 1), avec donc 6 < u(k — 1) (ceci permettra de
retrouver les résultats existants sur la cohérence maximale, mais aussi de les généraliser).
Une autre définition est qu’a une multiplication par une constante preés, toutes les
matrices A] A; sont inversibles.

Une premiére idée (computationellement non désirable) est de résoudre le probléme
suivant :

(4) min |z]o tel que Az =y.

Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour le bon fonctionne-
ment de cette méthode.

LEMME 2.2. — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes, si 2k < n :

(i) oA satisfait la propriété restreinte a l'ordre 2k, pour un o > 0.

(ii) Pour tout z* € R™ de support de taille k, x* est l'unique minimiseur de ||z|o tel
que Ax = Ax*.

PREUVE —

(1) = (i7) : sl x est un minimiseur de support de taille inférieure a k, alors z — z* a
un support de taille inférieure a 2k et A(x — 2*) = 0; comme la matrice A restreinte
au support de z — x* a un rang plein, ceci implique = = z*.

(17) = (i) : tout vecteur z € R"™ (2k)-creux peut s’écrire x = x9 — x1 avec zp et
11 k-creux. Si Az = 0, alors Axg = Ax; et donc xg = x; car ils sont tous les deux
solutions uniques du méme probléme, d’ou z = 0. Ceci implique que toutes les matrices
A] A; sont inversibles pour tout |I| < 2k, et donc, aprés multiplication par un scalaire,
A satisfait la propriété d’isométrie restreinte.

Ainsi, la propriété d’isométrie restreinte est une condition nécessaire et suffisante pour
que l'algorithme (cependant non implantable en pratique en temps polynomial [Nat])
donne lieu & une solution unique pour tout z* € R". Il s’avére que pour que l'algorithme
par optimisation convexe en Eq. (2) ait les mémes garanties, il suffit d’'une condition a
peine plus stricte, i.e., on passe de do, < 1 & o, < V2 — 1.

THEOREME 2.3 (|Can2|). — Si 2k < n et A satisfait la condition d’isométrie restreinte
avec ordre 2k et parameétre do, = 6 < /2 — 1, alors, pour tout z* € R™ de support de
taille k, x* est Uunique minimiseur de ||z||; tel que Ax = Ax*.
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PREUVE —

(a) On montre d’abord que pour tous vecteurs z, 2’ k-creux avec supports disjoints,
2T AT A2 < 6|2||2]|7]|2, ce qui se montre simplement par I'identité du parallélogramme
en supposant les vecteurs normés : 2T ATAZ = LAz + A'||3 — 1|Az — A |3 < 1(1+
Niz+2[3-201 =8|z =23 =3(1+6—1+08)+02"2 =4, car les supports de z et
2 sont disjoints et donc z' 2’ = 0.

(b) On montre ensuite une propriété sur le noyau de A : pour tout vecteur z € R"

tel que Az = 0 et tout [ de cardinal inférieur a k, alors ||z7]|1 < pllzre|l1, avec
p = \/5%. Il suffit de considérer I = Iy composé des plus grands éléments de
z en valeur absolue, avec I les k plus grands suivants, I les k suivants, etc. On
a alors, |z,]. < kY220 < k73|21, [l1 pour tout j > 1, car tous les élé-
ments 27, sont en valeur absolue inférieurs a tous les éléments z7, ;. Ceci implique
Yisallznlle < K230 Mo Il = B2 e 1.
Par ailleurs, par isométrie restreinte, on a : ||zunll3 < (1 — 8) Y Aun zrun |3
De plus, en utilisant Az = 0 et z = zun + Z]}z 2r;, On a |Aronzon 3 =
—(Anunzon) " X Az, < X s {I(Arzn) TAn 2| + [(Anzn) "Ap 2|}, qui est
inferieur a §([|2r, [l2 + |20 ll2) 2550 l2nll2 < V2| 210, |2k~ Y2 || 21¢ ||y grace a (a) et la
décomposition de la norme ||zz,ur, [|3-

On obtient donc [|z7,ur, 13 < Y22 2100 |2k~ /2|21 1, ce qui permet d’arriver au résultat

attendu, i.e., ||zs]|; < k1/2||ZIou_[1||2 < pllzrellr-

(c) Soit x la solution de 'Eq. (2). Le vecteur z = x — x* est (2k)-creux et satisfait
1 pour [ le support de x*. On a donc,

Az = 0. Donc, d’apres (a), ||z7]i < pllzre
par optimalité de z pour Eq. (2), [lz/lly + [lzrell = [lzll < [la*[i = ll=7ll1, car 1
correspond aux k éléments non nuls de z*. Ceci implique par 'inégalité triangulaire
que : [lz7lly = llzrlls + [lzrelly = l2fells < llzrll + ozl < ll27l et done, |zl <
2711 < pllzre]lr. Pour § < v/2—1,0n a p < 1, ce qui implique z = 0, et donc I'unicité
de z.

On peut faire les observations suivantes :

— Le résultat précédent s’étend naturellement aux situations bruitées, c¢’est-a-dire,
quand z* n’est pas k-creux ou quand y est observé avec du bruit supplémentaire,
avec un controle précis des erreurs commises |Can2).

— La condition déterministe d’isométrie restreinte permet d’assurer le succes de
I’algorithme d’optimisation convexe. Cependant, étant donnée une matrice A,
il n’existe pas d’algorithme en temps polynomial permettant de certifier qu’elle
est satisfaite. En effet, le probléeme de « valeurs propres parcimonieuses », i.e.,
trouver la plus grande valeur propre de toutes les sous-matrices de taille £ est un
probléme computationellement difficile [BR|, pour lequel des relaxations convexes
existent [AGJL| mais ne permettent pas de retrouver les mémes dépendances entre
k, m et n.



1117-09

— On retrouve un résultat pour les garanties dépendant de la proprété de cohérence,

car 0o < p(2k — 1), ce qui montre que si u(2k — 1) < /2 — 1, alors la solution

V2-1
2p

de I'Eq. (2) est bien unique, ce qui correspond a la condition & < + %, une

condition a peine plus faible que les résultats existants [GN, DE].

2.2. Analyse probabiliste

Si il est difficile d’exhiber une matrice satisfaisant I’hypothése d’isométrie restreinte,
en échantillonnant les éléments de A aléatoirement et indépendamment d’une distri-
bution sous-gaussienne, on obtient de telles matrices avec forte probabilité si k est
suffisamment petit.

La seule propriété utilisée sera la concentration de ||Az||3 autour de son espérance
pour tout x € R™. On fait I'hypothése que EA = 0 et E(ATA) = I, de telle sorte que
E|Az||% = ||z||3. On suppose donc que pour tout = € R",

(5) P(|| A5 — ll=l3] > ellz]3) < 2e7™),

pour une certaine constante c¢(¢) > 0 dépendant de . Dés que les éléments de A sont pris
aléatoirement et indépendants avec la méme loi sous-gaussienne, la propriété en Eq. (5)
est satisfaite. Par exemple, si cette distribution est gaussienne avec moyenne nulle et va-
riance 1/m, ceci est une conséquence de la concentration de carrés de gaussiennes [BLM].
Il existe d’autres matrices intéressantes ; en particulier quand les éléments de A peuvent
prendre deux valeurs distinctes 1/y/m et —1/4/m, ou alors trois valeurs, ++/3/m, 0 et
—+/3/m, dont une nulle, ce qui peut avoir un intérét algorithmique complémentaire.
Pour toutes ces matrices, on peut choisir ¢(e) = /4 — /6 |Ach].

On montre d’abord que pour tout I ensemble & k éléments, les valeurs propres de
A] A; sont comprises entre 1 —§ et 146 avec forte probabilité, en utilisant un argument
classique de couverture de la sphére unité par des boules /5. Nous reprenons ici la
preuve de [BDDeVW], qui est elle-méme trés proche de la preuve du lemme de Johnson-
Lindenstrauss [JL].

PROPOSITION 2.4. — Supposons que A est aléatoire et satisfait la propriété de concen-

tration en Eq. (5), alors pour tout § € |0, 1[, les valeurs propres de A} Ay sont comprises
entre /1 — 08 et \/1+ 8 avec probabilité supérieure a 1 — 2(12/8)ke=me/2),

PREUVE — Sans perte de généralité, on se raméne a I = {1,...,k}. On choisit un
ensemble de points X de la sphére unité en dimension k, de telle sorte que tout point
de la sphére soit a distance inférieure a 0/4 d’au moins un de ces points. Des ar-
guments classiques de couverture montrent que l'on peut obtenir une telle distance
avec au plus (12/6)* points. En considérant I'application de 'Eq. (5) aux éléments
de X avec ¢ = §/2 et en utilisant la borne de l'union, avec la probabilité deman-
dée, on peut approcher tout z de norme 1 et de support inclus dans I = {1,...,k}
par un point y bien choisi parmi '’ensemble de points précédents, pour obtenir u =
MAX [y 5= 12700 || AZ||2 < MaXy)j,=1,4;c—o Minyex [ A(z — y)[l2 + [Aylls < ud + 144, ce
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qui implique que v < % < 14 9. L’autre inégalité se montre de maniére équivalente

et on obtient le résultat demandé.

Une fois obtenu que pour tout I la propriété de valeurs propres restreintes est satis-
faite, il ne reste plus qu’a dénombrer ’ensemble de ces ensembles a k éléments parmi n.

THEOREME 2.5. — Supposons que A est aléatoire avec la propriété de concentration
en Eq. (5); alors pour tout § € |0,1[, la matrice A satisfait la propriété d’isométrie
restreinte a l'ordre k au niveau o avec probabilité supérieure a 1 — 2e~™, des que
k< Gggnm
de A).

( ok ot les constantes ci,cy ne dépendent que de 0 (et de la distribution

PREUVE — Le résultat précédent montre qu’avec probabilité plus grande que 1 —
2(12/68)ke=m<00/2) " alors les valeurs propres de A} A; sont dans le bon intervalle. Comme
ilya ( k) < (en/ k)k tels sous-ensembles, la probabilité que la propriété d’isométrie res-
treinte ne soit pas vérifiée est inférieure a 2(6n/l€)k(12/5)k —mel0/2) = 2exp [—mc(6/2)+
k[log(en/k) + log(12/6)]. En choisissant k < ¢ 0n7my» alors Vargument de lexponen—
tielle est inférieur & —com dés que ¢ < (5/2) — [l 4+ (1 + log 12)/log(n/k)], ¢
qui permet un choix de ¢; > 0. On note qu'on peut aussi consmlerer la Condltlon

k< € log(nTm)-l-l

On peut faire les observations suivantes :

— Dans le cas gaussien, des résultats explicites plus précis peuvent étre obtenus (voir
par exemple [FR]).

— Il est possible d’obtenir des résultats similaires pour des sous-matrices aléatoires de
la base de Fourier [RV, CT1]. On obtient alors un nombre de mesures m devant
dépasser une constante fois k(logn)?*, et donc une dépendance linéaire dans le
nombre de mesures, et toujours logarithmique dans la dimension ambiante (mais
avec une puissance supérieure).

3. GARANTIES SANS ISOMETRIE RESTREINTE

Dans cette section, nous donnons les éléments de preuves principaux du théoréme 1.2.
La preuve est construite autour de la notion de certificat dual, commune a la plupart
des problémes d’optimisation convexe, que nous commencgons par présenter.

Comme tout probléme de programmation linéaire, on peut définir le probléme dual
comme suit :

min ||z, tel que Az =y = min max ||z||, — 2" (Az —y)
xeR? zER™ zER™M

= max min [|z], — 2" (Ar —y)

= maxz ytel que ||[AT 2] < 1.
z€R™
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Le vecteur x € R™ est optimal si et seulement si il existe z € R™ tel que ||[AT 2|l < 1et
|z|ly = 2" AT 2, ce qui implique que les composantes de A"z correspondant aux éléments
non nuls de = doivent étre égales aux signes correspondants (pris dans {—1,1}). Ainsi,
si I est le support de z, alors on doit avoir (AT z); = sign(z) a Poptimalité. L’existence
d’un tel z montre que x est bien solution. Pour étre solution unique, on a la condition
suffisante ci-dessous :

LEMME 3.1. — Soit z* € R" et y = Ax*. On considére le support I de x* défini par
I={ie{l,....n}af # 0}. Si (a) le noyau de A; est égal a {0}, et (b) il existe
2z € R™ tel que (A" 2); = sign(a}) et ||[(AT2)c]|o < 1, alors z* est la solution unique
du probleme en Eq. (2).

PREUVE — Si 2/ = z* 4+ h est une autre solution, alors, Ah =0 et ||z* + hljy — ||z*]1 =
hisign(z}) + ||hrelli > h] (AT2); + hjc(AT2)e = hT ATz = 0, dés que hre # 0. Ceci
implique h;e = 0. Comme A; est supposée de rang égal a |I|, ceci implique h = 0, et
donc le lemme.

L’idée maintenant est de montrer qu’il existe un tel certificat dual avec grande proba-
bilité. La premiére approche consiste a construire & partir des données un bon candidat.
La solution la plus simple est de considérer z qui minimise ||A"z||o avec la contrainte
que (AT2); = sign(x}). Si ce candidat z € R” satisfait ||(AT2)
terminée (des choix plus pertinents sont possibles |Gro).

0o < 1, la preuve est

Ce choix de candidat est intéressant car on sait le calculer en formule analytique
comme z = AT A;(A] A;)~tsign(z7), en faisant I'hypothése que A A est inversible. On
est donc amené & étudier (a) les conditions sous lesquelles A] A; est inversible pour le
o < 1.
Ceci peut se faire a ’'aide d’outils de matrices aléatoires, soit en utilisant des inégalités
de Bernstein pour matrices [AW, Tro|, soit en développant en série entiére et bornant
les moments d’ordre supérieur par des méthodes combinatoires [CRT].

modéle de génération de la matrice A, et (b) s’assurer que I'on a bien [[(AT2);e

4. MESURES GAUSSIENNES ET TRANSITION DE PHASE

Lorsque les mesures sont gaussiennes, i.e., quand chaque élément de A est une va-
riable gaussienne indépendante de moyenne nulle et de variance uniforme, il existe des
connections intéressantes avec la géométrie convexe. En effet, dans le cas gaussien, le
noyau de A est uniformément distribué parmi tous les sous-espaces de dimension n —m.

Rappelons que la solution du probléme de minimisation de norme €2 est unique si et
seulement si le noyau Ker(A) de A et le cone tangent C, défini en Eq. (3), s’intersectent
uniquement en {0}. Il suffit donc d’étudier I'intersection entre un cone donné et un sous-
espace aléatoire, ce que les travaux de Gordon permettent d’obtenir trés précisément et
de manieére trés générale.
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Nous aurons besoin de la notion de largeur gaussienne d’un ensemble K, définie
comme
w(X) = Egxony sup  ¢'z,
zeKnsn—1
ot N(0,I) est la loi normale de moyenne nulle et de matrice de covariance identité, et
Sn~! est la sphére unité de R™. Nous avons alors le théoréme suivant :

THEOREME 4.1 (|Gor|). — Soit X C R™ un cone et A une matrice gaussienne. Si
m > (w(XK)+t)*+1, alors Ker(A)NK = {0} avec probabilité supérieure ¢ 1—exp(—t?/2).

Le théoréme précédent implique immédiatement qu’un peu plus de w(€)? mesures
gaussiennes sont nécessaires pour résoudre notre probléme de parcimonie avec haute
probabilité. Comme nous le verrons ci-dessous, un peu moins de mesures ne permet-
traient pas d’estimer notre signal.

Dans le cas de la norme ¢; et de son cone tangent, on peut montrer par un calcul
explicite que w(€)?* < 2klog(n/k) + 2k, et on retrouve le résultat de la section 2 dans le
cas gaussien, mais le résultat est nettement plus général et s’applique a de nombreuses
situations (i.e., de nombreuses normes) [CRPW| au-dela des vecteurs creux.

Un résultat encore plus marquant est que le carré de la largeur gaussienne (aussi
appelé « dimension statistique’ » [ALMCT]) permet de caractériser de maniére trés
précise une transition de phase entre le succés et I’échec de la formulation convexe
d’une minimisation de norme, dans un cadre trés général.

THEOREME 4.2 (JALMCT]). — Soit x* € R™ un vecteur fize, Q@ une norme, et ¢ C R”
son cone tangent en x*. Si A est une matrice gaussienne m X n ety = Ax*, alors pour
tout € € (0,1) :

(i) si m < w(C)? — /8log(4/e), alors, x* est le minimum unique de Q(x) avec la
contrainte Ax =y avec probabilité < ¢,

(i) si m > w(C)? + /8log(4/e), alors, x* est le minimum unique de Q(x) avec la
contrainte Ax =y avec probabilité > 1 — €.

Le théoreme permet de caractériser de maniére fine le phénoméne de transition de
phase pour les problémes d’échantillonnage compressé résolu par optimisation convexe,
complétant ainsi une série de travaux précédents montrant aussi une transition de phase
dans ce cadre [DT, Wai|. Voir un exemple en Figure 2 pour la norme ¢; et des mesures
gaussiennes.

5. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans ce texte, nous avons décrit certaines des contributions importantes de 1’échan-
tillonage compressé, en particulier a partir des travaux d’Emmanuel Candés. Ces tra-
vaux s’inscrivent dans une perspective plus large dont nous mentionnerons maintenant
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dimension ambiante n=100 dimension ambiante n=600
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FIGURE 2. Exemple de transition de phase pour deux valeurs de n (n = 100
a gauche, n = 600 & droite), mesures gaussiennes et norme ¢;. La brillance de
chacun des points correspond & la probabilité observée de succés, entre échec
certain (noir) et succés certain (blanc). On pourra noter la transition de phase
plus affirmée pour n supérieur. De [ALMCT].

quelques éléments non exhaustifs. Pour plus de détails, on pourra consulter les ouvrages

suivants [CGLP, FR, HTW, BVdG, Gir]|.

— Estimation sans optimisation convexe : Etant données les hypothéses faites

sur la matrice A, il existe d’autres algorithmes permettant de retrouver une so-
lution unique sans passer par I'optimisation convexe, avec des complexités algo-
rithmiques et des résultats théoriques similaires [MZ, NV, TG].

Liens avec d’autres résultats en géomeétrie : les différents résultats montrés
en Sections 2, 3 et 4 ont utilisé des résultats en géométrie en haute dimension. Des
connections supplémentaires existent comme le lien avec les largeurs de Gelfand
ou de Kolmogorov [KT, CGLP].

Parcimonie en statistique : Dans ce texte, nous avons porté ’accent sur les
aspects de traitement du signal, ou le vecteur y est un vecteur de mesures et
A la matrice des projections donnant lieu a ces mesures. Les résultats théoriques
principaux correspondent a des matrices A aléatoires (e.g., gaussienne). Dans un
cadre statistique comme 'application en génomique présentée en introduction, la
matrice A représente les données. Si un modeéle stochastique accompagne souvent
ces données il est nécessaire de prendre en compte des hypothéses plus fines, en
particulier pour le bruit dans le vecteur de réponses y. Voir [BRT, HTW, BVdG,
Gir| pour un traitement exhaustif.
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