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[d’après Maulik-Okounkov, Kang-Kashiwara-Kim-Oh...]

par David HERNANDEZ

INTRODUCTION

Les R-matrices sont les solutions de l’équation de Yang-Baxter. A l’origine de la

théorie des groupes quantiques, elles peuvent être interprétées comme des opérateurs

d’entrelacement. Très récemment, des avancées ont été réalisées indépendamment dans

différentes directions. Maulik-Okounkov ont donné une approche géométrique des R-

matrices avec de nouveaux outils de géométrie symplectique, les enveloppes stables.

Kang-Kashiwara-Kim-Oh ont prouvé une conjecture de catégorification des algèbres

amassées en s’appuyant de manière cruciale sur des R-matrices. Enfin, une meilleure

compréhension de l’action des matrices de transfert issues de R-matrices a permis de

démontrer plusieurs conjectures sur les systèmes intégrables quantiques associés.

L’équation de Yang-Baxter

R12(z)R13(zw)R23(w) = R23(w)R13(zw)R12(z)

porte sur une série de Laurent

R(z) ∈ (A⊗A)((z))

à coefficients dans le carré tensoriel d’une algèbre A qu’on supposera complexe. Ici on

utilise la notation standard

R12(z) = R(z)⊗ 1 , R23(z) = 1⊗R(z) , R13(z) = (P ⊗ Id)(R23(z)),

avec P l’opérateur de symétrie tel que

P (x⊗ y) = y ⊗ x.

Les termes de l’équation de Yang-Baxter sont ainsi des éléments de (A⊗3)((z, w)). Une

solution est appelée R-matrice, ou R-matrice affine dans la mesure où elle dépend d’un

paramètre z, appelé lui-même paramètre spectral (ou affine).

Soutenu partiellement par le Conseil Européen de la Recherche dans le cadre du programme de

l’Union Européenne H2020 avec la Grant ERC 647353 QAffine.
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Cette équation a pour origine la théorie des systèmes intégrables (quantiques). Elle

a aussi été considérablement étudiée dans divers domaines, notamment en théorie des

représentations et en topologie (on pourra se reporter aux exposés [Ros, STS]). La

théorie des groupes quantiques a été conçue pour apporter une réponse au problème de

la construction de telles R-matrices.

1. CONSTRUCTION ALGÉBRIQUE

1.1. Exemple fondamental

Commençons par l’exemple fondamental suivant pour l’algèbre A = End(V ) avec V

espace vectoriel complexe de dimension 2 de base B. Pour q ∈ C∗, on a la R-matrice

écrite dans la base de V ⊗ V naturellement associée à B :

(1)











1 0 0 0

0 q−1(z−1)
z−q−2

1−q−2

z−q−2 0

0 z(1−q−2)
z−q−2

q−1(z−1)
z−q−2 0

0 0 0 1











∈ (End(V ⊗2))((z)) ≃ (A⊗2)((z)).

En considérant la matrice extraite (après avoir supprimé les premières et dernières lignes

et colonnes), en posant z = eu, q = eh/2 et en prenant u et h proches de 0, on obtient

la fameuse ≪ R-matrice de Yang ≫ :

(2)
1

u+ h

(

u h

h u

)

.

La R-matrice (1) est apparue historiquement en physique statistique dans le cadre de

l’étude du modèle à 6 sommets introduit par Pauling (1935), qui permet notamment de

décrire le cristal de la glace. L’étude de ce modèle est étroitement liée à celle d’un autre

modèle, en physique statistique quantique, appelé modèle XXZ de Spin 1/2, dit de

Heisenberg quantique (1928). Il modélise des châınes de spins magnétiques quantiques

ayant deux états classiques, haut ou bas.

Ces deux modèles, modèle à 6 sommets et modèle XXZ, figurent parmi les plus

étudiés en physique statistique et quantique. Les structures mathématiques qui les sous-

tendent sont très proches et font intervenir l’algèbre affine quantique Uq(ŝl2) associée à

l’algèbre de Lie g = sl2. Cette algèbre possède une famille de représentations simples V

de dimension 2 dites ≪ représentations fondamentales ≫. La R-matrice (1) est obtenue

à partir de telles représentations. Mais la théorie des groupes quantiques en produit

beaucoup d’autres, selon qu’on change l’algèbre de Lie g ou la représentation V . Elles

correspondent à autant de systèmes quantiques.
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1.2. R-matrices universelles

L’exemple présenté ci-dessus se généralise avec la procédure suivante pour construire

de grandes familles de R-matrices. On suppose dans la suite que q ∈ C∗ n’est pas une

racine de 1. À une algèbre de Lie simple complexe de dimension finie g sont associées :

- d’une part l’algèbre de Kac-Moody affine ĝ = L(g) ⊕ Cc (voir l’exposé [F, Section

3.1]) définie comme l’extension centrale universelle de l’algèbre des lacets

L(g) = g⊗ C[t±1]

- d’autre part l’algèbre quantique Uq(g) (le groupe quantique au sens de Drinfeld et

Jimbo, voir l’exposé [Ros]) qui est une algèbre de Hopf et une q-déformation de l’algèbre

enveloppante U(g).

Lorsqu’on considère simultanément ces deux types de généralisations des algèbres de

Lie, on obtient l’algèbre affine quantique Uq(ĝ). Il s’agit d’une algèbre de Hopf, elle est

notamment munie d’un coproduit, un morphisme d’algèbre

∆ : Uq(ĝ) → Uq(ĝ)⊗ Uq(ĝ)

qui permet de définir une structure de Uq(ĝ)-module sur le produit tensoriel de Uq(ĝ)-

modules.

Drinfeld [Dr] a démontré (preuve précisée par la suite par Beck [Be] et Damiani

[Dam]) que Uq(ĝ) peut non seulement être obtenue comme quantification de U(ĝ), mais

également, par un autre procédé, comme affinisation du groupe quantique Uq(g). Il

s’agit de la réalisation de Drinfeld des algèbres affines quantiques. Ceci peut être vu de

manière informelle sous la forme du diagramme commutatif suivant :

ĝ
Quantification

##●
●

●
●

●

g

Affinisation

==⑤
⑤

⑤
⑤

⑤

Quantification   ❇
❇

❇
❇

❇ Uq(ĝ)

Uq(g)

Affinisation quantique

;;✇
✇

✇
✇

✇

On dispose ainsi de deux présentations distinctes définissant des algèbres isomorphes

(la présentation originelle de Drinfeld-Jimbo et la présentation de Drinfeld). Il s’agit

d’un analogue quantique d’un théorème classique de Kac et Moody pour les algèbres

de Kac-Moody affines (voir [Kac, Chapitre 7]).

La réalisation de Drinfeld permet de munir l’algèbre Uq(ĝ) d’une Z-graduation natu-

relle. A cette graduation correspondent des automorphismes τa de l’algèbre Uq(ĝ) pour

a ∈ C∗, ainsi qu’un automorphisme τz de l’algèbre Uq(ĝ)(z) pour z une indéterminée,

tels que pour g ∈ Uq(ĝ) homogène de degré m ∈ Z on a :

τa(g) = amg et τz(g) = zmg.
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Théorème 1.1 (Drinfeld). — L’algèbre Uq(ĝ) possède une R-matrice universelle, c’est-

à-dire une solution non triviale de l’équation de Yang-Baxter dans le produit tensoriel

complété

R(z) ∈ [Uq(ĝ)⊗̂Uq(ĝ)][[z]].

De plus pour V et W représentations de dimension finie de Uq(ĝ), l’image

(ρV ⊗ ρW )(R(z)) = RV,W (z) ∈ (End(V )⊗ End(W ))[[z]]

par les morphismes de représentation ρV et ρW est bien définie et

P ◦ RV,W (z) : (V ⊗W )[[z]] → (W ⊗ V )[[z]]

est un morphisme de Uq(ĝ)-module (P est l’opérateur de symétrie comme ci-dessus et

l’action sur V est tordue par l’automorphisme τz).

Enfin on a les relations

(3) (Id⊗∆)(R(z)) = R13(z)R12(z) et (∆⊗ Id)(R(z)) = R13(z)R23(z).

On obtient ainsi des opérateurs d’entrelacement. Lorsque V = W , RV,V (z) est une

R-matrice.

Remarque 1.2. — La notion de produit tensoriel complété ⊗̂ mentionnée ci-dessus est

définie en utilisant certaines filtrations de Uq(ĝ). Nous ne précisons pas davantage car

cette notion n’intervient que pour les R-matrices universelles et pas pour les R-matrices

RV,W (z) (ni pour les matrices de transfert) étudiées dans la suite de l’exposé.

Remarque 1.3. — Les conventions sur la Z-graduation de Uq(ĝ) évoquée ci-dessus font

que R(z) ne fait effectivement intervenir que des puissances positives de z.

Preuve (esquisse) — La preuve de Drinfeld repose sur la réalisation de Uq(ĝ) comme

quotient du double d’une sous-algèbre de Hopf (analogue d’une sous-algèbre de Borel).

Le double D(A) d’une algèbre de Hopf A est l’espace vectoriel A⊗A0 avec A0 l’algèbre

de Hopf duale de A. D(A) est alors muni d’une structure d’algèbre de Hopf qui possède

automatiquement une R-matrice universelle (voir l’exposé [Ros, Section 3]).

1.3. R-matrices normalisées

On a la propriété de rationalité suivante.

Proposition 1.4. — Pour V et W des représentations simples de dimension finie de

Uq(ĝ), il existe une série de Laurent scalaire, fV,W (z) ∈ C((z)), telle que le produit

fV,W (z)RV,W (z) ∈ (End(V ⊗W ))(z)

est une fonction rationnelle de z.
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Preuve (esquisse) — On peut par exemple utiliser l’argument de [EFK, Section 9.2]

(voir aussi [FR2]). Soient v, w des vecteurs de plus haut poids respectivement de V et

de W (relativement à un analogue d’une sous-algèbre de Cartan dans Uq(ĝ)). Il existe

alors une unique fV,W (z) ∈ C[[z]] telle que

(4) (fV,W (z)RV,W (z)).(v ⊗ w) = v ⊗ w.

La représentation (V ⊗ W ) ⊗ C((z)) de Uq(g)((z)) est simple (c’est ce qu’on appelle

la simplicité générique du produit tensoriel). Ainsi le fait que fV,W (z)P ◦ RV,W (z) est

un opérateur d’entrelacement se traduit par un système d’équations linéaires dont les

solutions sont rationnelles.

Remarque 1.5. — On obtient l’unicité de la série de Laurent fV,W (z) en imposant la re-

lation (4). C’est ce que nous ferons par la suite. Le morphisme rationnel fV,W (z)RV,W (z)

admet un inverse qui est alors

(fV,W (z)RV,W (z))−1 = fW,V (z
−1)(P ◦ RW,V (z

−1) ◦ P ).

Nous nous intéresserons particulièrement au cas des représentations fondamentales

Vi(a) de Uq(ĝ). Elles sont paramétrées par i ∈ {1, . . . , n} et a ∈ C∗ où n est le rang de g.

On pourra se reporter à [CP, Chapitre 12.2] pour des généralités sur les représentations

de dimension finie de Uq(ĝ).

Soit R ≥ 0 l’ordre de 1 comme pôle de fV,W (z)RV,W (z). Alors la limite

(5) limz→1[(z − 1)RfV,W (z)P ◦ RV,W (z)] : V ⊗W → W ⊗ V

est un morphisme de Uq(ĝ)-module non nul (si V et W ne le sont pas).

Définition 1.6. — La limite (5) est appelée R-matrice normalisée et notée

Rnorm
V,W : V ⊗W → W ⊗ V.

Considérons par exemple g = sl2 avec deux représentations fondamentales V = V1(1)

et W = V1(q
2) de dimension 2. Dans ce cas elles peuvent être construites à partir d’une

représentation de Uq(sl2) en utilisant des morphismes d’évaluation (1) Uq(ŝl2) → Uq(sl2).

On obtient la R-matrice (1) avec zq−2 à la place de z. Le pôle 1 est simple et

limz→1(z − 1)











1 0 0 0

0 q(zq−2−1)
z−1

q2−1
z−1

0

0 z(1−q−2)
z−1

q(zq−2−1)
z−1

0

0 0 0 1











=









0 0 0 0

0 q−1 − q q2 − 1 0

0 1− q−2 q−1 − q 0

0 0 0 0









,

ce qui donne la R-matrice normalisée

Rnorm
V1(q2),V1(1)

: V1(1)⊗ V1(q
2) → V1(q

2)⊗ V1(1).

Notons qu’il s’agit d’un opérateur de rang 1, non inversible contrairement à RV,W (z)

(on pourra comparer avec la remarque 1.5).

1. De tels morphismes d’évaluation, définis par Jimbo, n’existent qu’en type A. C’est une source de

difficultés techniques importantes dans l’étude des représentations de dimension finie de Uq(ĝ).



1129–06

Remarque 1.7. — La localisation des pôles des fV,W (z)RV,W (z) constitue un problème

difficile encore largement ouvert, et particulièrement important notamment du point de

vue de la physique mathématique.

L’équation de Yang-Baxter implique que pour U , V , W représentations de dimension

finie, les opérateurs P ◦ R.,.(z) satisfont la relation de l’hexagone dans

End(U ⊗ V ⊗W,W ⊗ V ⊗ U)[[z, w]].

Elle est décrite par le diagramme commutatif suivant (les scalaires sont étendus au

corps C((z, w))) :

(6) V ⊗ U ⊗W
Id⊗PRU,W (zw)

// V ⊗W ⊗ U
PRV,W (w)⊗Id

((◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

U ⊗ V ⊗W

PRU,V (z)⊗Id
66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠

Id⊗PRV,W (w) ((◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

W ⊗ V ⊗ U

U ⊗W ⊗ V
PRU,W (zw)⊗Id

// W ⊗ U ⊗ V
Id⊗PRU,V (z)

66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠

.

Les flêches sont des morphismes de Uq(ĝ)-modules si la représentation U (resp. W ) est

tordue par l’automorphisme τz (resp. τw−1).

Remarque 1.8. — Une algèbre affine quantique Uq(ĝ) a un analogue ≪ rationnel ≫ ap-

pelé ≪ Yangian ≫. Il s’agit d’une déformation de l’algèbre enveloppante U(g[t]). Il peut

aussi être vu comme une dégénérescence d’une sous-algèbre de Uq(ĝ). Un Yangian est

également muni d’une R-matrice universelle et de R-matrices normalisées.

D’autres exemples de R-matrices vont aussi apparâıtre ci-après dans le contexte des

représentations des algèbres KLR (algèbres de Hecke-carquois).

2. CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE

Maulik-Okounkov [MO] ont mis à jour une construction très générale de R-matrices

à partir de l’action d’une paire de tores sur une variété symplectique. Elle permet de

retrouver notamment des R-matrices déjà connues, mais les techniques utilisées, ≪ les

enveloppes stables ≫, vont bien au-delà.

Les variétés de Nakajima (ou variétés carquois, voir l’exposé [Sc]) en sont un exemple

particulièrement important. En effet, dans une série d’articles séminaux, Nakajima

a construit certaines représentations d’algèbres affines quantiques Uq(ĝ), pour g sim-

plement lacée, dans la K-théorie équivariante de ses variétés (voir [N2, N4] et [Sc,

Section 7.3]). Le cas des représentations des Yangians réalisées dans la cohomologie

équivariante a été traité par Varagnolo [Va]. De plus, l’étude géométrique du coproduit
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par Varagnolo-Vasserot [VV1] puis par Nakajima [N3] a permis de construire des pro-

duits tensoriels de représentations de dimension finie. Les résultats de [MO] répondent

ainsi à une question qui découle naturellement de ces travaux.

2.1. Tores et variétés symplectiques

La situation géométrique est la suivante : on dispose de deux tores

(C∗)r ≃ A ⊂ T ≃ (C∗)r+n

qui agissent sur une variété algébrique quasiprojective, symplectique et non singulière

X. Soit ω ∈ H0(Ω2X) la forme symplectique holomorphe de X.

On suppose que la droite

C.ω ⊂ H0(Ω2X)

est stable pour l’action induite de T . C’est une représentation de dimension 1 à laquelle

est associé un caractère, c’est-à-dire un morphisme de groupe

h : T → C∗.

On suppose de plus que

A ⊂ Ker(h),

c’est-à-dire que ω est fixe pour l’action de A.

On suppose enfin qu’on dispose d’une application propre T -équivariante

π : X → X0

vers une variété affine X0 munie d’une action de T , et que X est une T -variété formelle

au sens de [Bo, Section XII] (il s’agit d’une condition technique sur une suite spectrale

impliquant les groupes de cohomologie équivariante, voir plus bas). On ne suppose pas

que cette application π est nécessairement une résolution symplectique de singularités.

Soit XA l’ensemble des points fixes de X sous l’action de A.

Le fibré normalN(XA) àXA dansX admet une décomposition en une somme directe,

indexée par des caractères de A, de fibrés avec une action triviale de A tensorisée par

ces caractères (voir [CG, Section 5.10]).

Définition 2.1. — L’ensemble ∆ des racines de A est l’ensemble des caractères de A

apparaissant dans la décomposition de N(XA).

Soient t(A) le groupe des cocaractères de A (c’est-à-dire des morphismes de groupe

de C∗ vers A). C’est un réseau de rang r. Nous utiliserons l’espace

aR = t(A)⊗Z R ≃ Rr.

Notons que ∆ peut être vu comme une partie de

a∗R = c(A)⊗Z R,

avec c(A) le groupe des caractères de A. Nous ferons cette identification dans la suite

du texte sans plus de commentaires.
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Pour α ∈ ∆, on considère son hyperplan orthogonal :

α⊥ = {v ∈ aR|α(v) = 0}.

On obtient ainsi un arrangement d’hyperplans de aR

(7) {α⊥|α ∈ ∆}.

Le complémentaire de l’union de ces hyperplans admet une partition en parties ouvertes

Ci, appelées chambres, qui en sont les composantes connexes et dont les α⊥ sont les

murs :

aR \

(

⋃

α∈∆

α⊥

)

=
⊔

i

Ci.

Si σ est dans une chambre Ci, on dit qu’il est générique et

XA = Xσ = {x ∈ X|σ(z).x = x, ∀z ∈ C∗}.

Définition 2.2. — Pour C une chambre, un point x ∈ X est dit C-stable si pour tout

σ ∈ C cocaractère, la limite suivante existe :

limz→0(σ(z).x).

Alors la limite est dans XA et ne dépend pas du choix du cocaractère σ ∈ C. On note

limC(x) ∈ XA.

Pour Z ⊂ XA une composante connexe, on définit son ensemble attracteur

AttrC(Z) = {x ∈ X C-stable|limC(x) ∈ Z}

qui peut être vu comme l’ensemble des points ≪ attirés ≫ par Z dans l’esprit de la

décomposition de Bialynicki-Birula pour les variétés projectives (voir par exemple [CG,

Théorème 2.4.3]).

Cela induit un ordre partiel �C sur l’ensemble des composantes connexes de XA défini

comme la fermeture transitive de la relation :

AttrC(Z) ∩ Z ′ 6= ∅ ⇒ Z ′ �C Z.

On a enfin l’ensemble attracteur plein de Z qui est une sous-variété fermée de X :

AttrfC(Z) =
⊔

Z′�Z

AttrC(Z
′).

Par exemple soit

X = T ∗Pn

le fibré cotangent de Pn muni de l’action naturelle du tore T = A× C∗ où A = (C∗)n.

L’action de A est induite par l’action sur Cn+1 et donnée par des caractères notés

u1, . . . , un pour les n premières coordonnées. Le facteur supplémentaire C∗ a une action
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non triviale sur les fibres de T ∗Pn donnée par un caractère h. En identifiant naturel-

lement Pn à une sous-variété de X par la section nulle, les points fixes dans X sont

les

pi = [0 : . . . : 0 : 1 : 0 : . . . : 0]

et

XA = {p0, . . . , pn}.

Par exemple, pour n = 1, notons u = u1. Pour a ∈ A = C∗ et [x, y] ∈ P1, on a

a.[x : y] = [aux : y].

On obtient 2 racines

∆ = {α,−α} ⊂ a∗R ≃ R

avec

α(a) = au et (−α)(a) = a−u,

et 2 chambres :

aR = R = C+ ⊔ α⊥ ⊔ C−

où

C± = {x ∈ R| ± u.x > 0} et α⊥ = {0}.

Ainsi

AttrC+(p0) = T ∗
p0
(P1) , AttrC−(p0) = P1 \ {p1},

AttrC+(p1) = P1 \ {p0} , AttrC−(p1) = T ∗
p1
(P1).

En particulier

{p0} ≻C− {p1} et {p1} ≻C+ {p0}.

2.2. Cohomologie équivariante et polarisation

Exposons brièvement quelques éléments importants sur la cohomologie équivariante.

On pourra se reporter à [Ve] et aux références données dans cet article pour plus de

détails. Il s’agit d’un outil décrivant les données topologiques d’une variété munie d’une

action de groupe et qui préserve l’information sur les stabilisateurs de points fixes

éventuels.

Pour X une variété quasi-projective lisse munie de l’action d’un groupe de Lie G, son

anneau de cohomologie équivariante est noté H•
G(X) (on travaille avec des coefficients

dans le corps C). Cette C-algèbre graduée est définie comme l’anneau de cohomologie

ordinaire de la construction de Borel (ou quotient homotopique) :

H•
G(X) = H•((EG×X)/G).

Ici EG est obtenu comme l’espace total d’un fibré universel EG → BG et on considère

l’espace des G-orbites sur le produit EG × X muni de l’action diagonale de G, où G

agit naturellement dans EG. Le remplacement de X par EG×X est justifié par le fait

que l’action de G sur le produit est libre et que X et EG×X sont homotopiquement
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équivalents, EG étant contractile. L’espace classifiant BG est le quotient homotopique

d’un point :

(EG× {pt})/G = BG et H•
G(pt) = H•(BG).

Cet exemple est particulièrement important car l’inclusion {pt} → X induit une struc-

ture de H•
G(pt)-algèbre sur H•

G(X). Dans le cas d’une G-variété formelle comme ci-

dessus, on obtient un H•
G(pt)-module libre.

Pour Z ⊂ X une sous-variété fermée stable sous l’action de G, sa classe [Z] ∈ H•
G(X)

est la classe d’Euler équivariante de son fibré normal dans X :

[Z] = e(N(Z)) ∈ H•
G(X).

Elle est de degré codim(Z) (les dimensions et codimensions des variétés dans cette

section sont réelles).

Dans le cas d’un tore G = (C∗)M , on a

H•
G(pt) = C[u1, . . . , uM ]

où u1, . . . , uM de degré 2 correspondent aux caractères de T .

Dans l’exemple X = T ∗Pn de la section précédente, on a :

H•
T (pt) = C[u1, . . . , un, h],

H•
T (X) = C[c, u1, . . . , un, h]/ < (c− u1) . . . (c− un)c = 0 >

où c est la première classe de Chern du fibré tautologique O(−1). Ainsi H•
T (X) est un

H•
T (pt)-module libre de rang n+ 1 et

H•
T (X

A) =
⊕

0≤i≤n

C[u1, . . . , un, h][pi].

Revenons à la situation générale de la section 2.1. Pour C une chambre comme ci-

dessus, on a une décomposition

∆ = ∆+ ⊔∆−

en racines positives et négatives où

∆± = {α ∈ ∆| ± α(λ) > 0, ∀λ ∈ C}.

Ainsi pour Z ⊂ XA une composante connexe, on obtient une décomposition :

N(Z) = N+(Z)⊕N−(Z).

La forme symplectique induit une dualité entre les deux composantes (à un produit

tensoriel prêt par un fibré trivial de caractère h). On en déduit que pour α ∈ ∆ une

racine, on a −α ∈ ∆, et que

(−1)
codim(Z)

2 [Z] ∈ H•
A(Z)

est un carré parfait dans H•
A(Z) :

ǫ2 = (−1)
codim(Z)

2 [Z].

Une polarisation est un choix d’une racine carrée ǫ ∈ H•
A(Z).
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2.3. Enveloppes stables

Supposons choisies une chambre C et une polarisation.

Théorème 2.3. — [MO] Il existe un unique morphisme de H•
T (pt)-modules

StabC : H•
T (X

A) → H•
T (X)

tel que pour γ ∈ H•
T/A(Z) avec Z ⊂ XA composante connexe, l’image Γ = StabC(γ)

satisfait :

(i) Supp(Γ) ⊂ AttrfC(Z),

(ii) Γ|Z = (±e(N−(Z))) ∪ γ où le signe est choisi pour que ±e(N−(Z)) = ǫ dans

HA(Z),

(iii) pour tout Z ′ ≺C Z, le degré satisfait degA(Γ|Z′) < codim(Z ′)/2.

Notons que, puisque A ⊂ T est commutatif, le tore T agit bien sur XA, l’action de

A étant triviale. Alors H•
T (X

A) ≃ HT/A(X
A) ⊗C[t/a] C[t] avec a ⊂ t algèbres de Lie

de A ⊂ T . Le degré degA est défini par le degré dans C[a] grâce à une factorisation

C[t] ≃ C[a]⊗ C[t/a].

Par ailleurs la condition de support (i) signifie que la restriction de Γ à X \AttrfC(Z)

est nulle.

Preuve (idée) — La preuve de l’existence est basée sur une correspondance lagran-

gienne L bien choisie dans

X ×XA ⊃ L

munie de la forme symplectique antidiagonale (ω,−ω|XA
). Il s’agit d’une sous-variété

isotrope stable dont la dimension est moitié de celle de X × XA. Cette sous-variété

L est construite par approximations successives : on considère d’abord l’adhérence de

l’image réciproque de la sous-variété diagonale par l’application naturelle

AttrC(Z)× Z → Z × Z,

(x, y) 7→ (limC(x), y).

Elle est ensuite modifiée par un procédé itératif décrit dans [MO, Section 3.5] de manière

à ce que pour Z ′ ≻C Z, le A-degré de la restriction de [L] à Z ′ × Z soit inférieur à

codim(Z ′)/2.

On pourra se reporter à [CG, Chapitre 2] ainsi qu’à l’exposé [Sc, Sections 5.2, 7.2] pour

une discussion générale sur les opérateurs définis par correspondances (2). La construc-

tion de [MO] s’inscrit dans ce cadre : on a les projections naturelles π1 et π2

L
π2

~~⑤⑤
⑤⑤
⑤⑤
⑤

π1

��❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

XA X

,

2. Le produit de convolution pour les correspondances de Steinberg constitue un exemple important.
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L est propre au dessus de X, et on a

H•
T (L)

(π1)∗

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏❏

H•
T (X

A)

(π2)∗

99sssssssss

H•
T (X)

,

ce qui permet de définir l’application comme composée

StabC = (π1)∗ ◦ (π2)
∗ : H•

T (X
A) → H•

T (X).

Remarque 2.4. — Notons que le morphisme de restriction, obtenu à partir de l’inclusion

XA →֒ X, a quant à lui H•
T (X) pour espace de départ :

H•
T (X) →֒ H•

T (X
A).

Sous des conditions standard, le théorème de localisation en cohomologie équivariante

garantit que ce morphisme devient un isomorphisme après extension des scalaires au

corps des fractions de l’anneau H•
T (pt). Le morphisme StabC devient aussi un isomor-

phisme après cette extension des scalaires.

Remarque 2.5. — Dans le cas où π est une résolution symplectique, la preuve du

théorème 2.3 est simplifiée. Ceci inclut notamment les variétés de Nakajima étudiées

plus bas, ainsi que, pour un sous-groupe parabolique P ⊂ G d’un groupe algébrique, le

fibré cotangent T ∗(G/P ) (avec la résolution de Springer).

Revenons à l’exemple X = T ∗P1 ci-dessus :

H•
T (X) = C[u, h]⊕ C[u, h]c et H•

T (X
A) = C[u, h][p0]⊕ C[u, h][p1]

(voir par exemple [Sm]). L’injection i : H•
T (X) →֒ H•

T (X
A) correspond à l’identification :

[p0] =
c− u

u
, [p1] =

−c

u
.

On obtient :

StabC+([p0]) = u− c et StabC+([p1]) = −c− h.

StabC−([p0]) = u− c− h et StabC−([p1]) = −c.

Pour u 6= ±h, on obtient une base de H•
T (X) : (StabC±([p0]), StabC±([p1])). Dans les

bases de points fixes ([p0], [p1]), on a les matrices :

StabC+ =

(

−u −h

0 u− h

)

, StabC− =

(

−u− h 0

−h u

)

.

Remarque 2.6. — Une version K-théorique du théorème 2.3 existe, voir [O, Section

9]. On pourra se reporter à [CG, Chapitre 5] pour une introduction à la K-théorie

équivariante. Cette version présente des différences avec le cas cohomologique, en par-

ticulier l’application Stab ne dépend pas seulement de la chambre C, mais d’une alcôve
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obtenue à partir de la version affine de l’arrangement (7). Ces alcôves sont les compo-

santes connexes de

aR \

(

⋃

α∈∆,n∈Z

Hα,n

)

défini à l’aide des hyperplans affines

Hα,n = {v ∈ aR|α(v) = n}.

Remarque 2.7. — Dans certains cas particuliers, les applications Stab en K-théorie ont

été aussi considérées par Rimanyi-Tarasov-Varchenko [RTV].

2.4. Construction géométrique de R-matrices

Fixons une polarisation et considérons deux chambres C et C ′. On dispose alors de

deux applications StabC et StabC′ :

H•
T (X)

H•
T (X

A)

StabC

99sssssssss

RC′,C

//❴❴❴❴❴❴❴❴❴❴ H•
T (X

A)

StabC′

ee❑❑❑❑❑❑❑❑❑

.

Quitte à localiser en e(N−) (pour N− le fibré tautologique), on peut montrer que l’appli-

cation StabC′ est inversible (voir la remarque 2.4). Ainsi, après extension des scalaires,

on peut définir la R-matrice géométrique

RC′,C = (StabC′)−1 ◦ StabC ∈ End(H•
T (X

A)).

En termes imagés, on passe de la chambre C à la chambre C ′ en traversant (3) des murs

α⊥.

Pour l’exemple fondamental X = T ∗P1 de la section précédente, on retrouve la R-

matrice (2) (la R-matrice de Yang) :

RC−,C+ =
1

u+ h

(

u h

h u

)

.

Le cas particulier des variétés de Nakajima est ici particulièrement important. Pour

Q un carquois (un graphe orienté) dont l’ensemble I des sommets est fini, et pour

w,v ∈ NI , on peut définir la variété symplectique de Nakajima (4)

M(w,v).

Remarque 2.8. — Comme cela a été rappelé dans l’introduction de cette section 2, la

relation entre ces variétés (et leurs analogues gradués) et les groupes quantiques a été

établie par Nakajima dès le début de la théorie [N2, N4]. On renvoie à l’exposé [Sc]

pour une introduction générale à ces variétés aux multiples applications.

3. Le terme ≪ wall-crossing ≫ est parfois utilisé.
4. La variété dépend d’une condition de stabilité qui est supposée ici générique et fixée.
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Notons (wi)i∈I les coordonnées de w sur (ωi)i∈I la base canonique de NI :

w =
∑

i∈I

wiωi.

La variété M(w,v) est munie d’une action symplectique du groupe produit
∏

i∈I

GL(wi)

qui contient un tore maximal noté A = A
w
. Il est contenu dans un tore plus grand

T = A
w
× C∗,

agissant (5) sur M(w,v). Le facteur supplémentaire C∗ permet de définir un caractère

h comme dans le contexte général décrit ci-dessus.

On a la propriété cruciale de factorisation suivante. Pour la variété

M(w) =
⊔

v∈NI

M(w,v),

l’espace des points fixes est lui-même un produit de variétés de Nakajima :

(8) (M(w))Aw = M(ω1)
×w1 × . . .×M(ωn)

×wn .

On pourra se reporter à [N6] pour d’autres développements récents liés à cette propriété.

En particulier

H•
T ((M(w))Aw) = H⊗w1

1 ⊗ . . .⊗H⊗wn

n ,

avec pour i ∈ I :

Hi = H•
T (M(ωi)).

Le cas suivant est particulièrement important. Considérons

w = ωi + ωj

avec i, j ∈ I. On obtient un opérateur

Ri,j(a) ∈ End(Hi ⊗Hj)⊗ C(a).

Il ne dépend que de a = aj − ai différence dans aR des deux cocaractères du groupe

A
w
≃ (C∗)2 associés respectivement au deuxième facteur Hj et au premier facteur Hi.

Proposition 2.9. — [MO] Pour i, j, k ∈ I, on a dans

End(Hi ⊗Hj ⊗Hk, Hk ⊗Hj ⊗Hi)⊗ C(a, b)

la relation suivante entre les opérateurs R.,.(λ) = P ◦R.,.(λ) :

(Ri,j(a)⊗Id)(Id⊗Ri,k(b))(Rj,k(b−a)⊗Id) = (Id⊗Rj,k(b−a))(Ri,k(b)⊗Id)(Id⊗Ri,j(a)).

5. Quand le carquois admet des boucles, on peut étendre l’action à un tore encore plus grand.
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Remarque 2.10. — L’énoncé de cette proposition revient à dire que les Ri,j(a) satisfont

l’équation de Yang-Baxter ou que les opérateurs Ri,j(a) rendent commutatif un dia-

gramme analogue au diagramme (6). La dépendance en le paramètre spectral est notée

ici additivement.

Remarque 2.11. — Les auteurs de [MO, Section 4.3] établissent également que leurs R-

matrices possédent une propriété de factorisation remarquable, dans l’esprit des facto-

risations déjà connues pour les R-matrices issues des groupes quantiques. Elles peuvent

être écrites comme un produit (éventuellement infini) de R-matrices élémentaires cor-

respondant à des paires de chambres séparées par un mur α⊥ (où α ∈ ∆ est une racine).

Preuve (esquisse) — D’après la propriété de factorisation (8), chaque facteur dans la

relation s’identifie à une R-matrice géométrique associée à une variété

M(ωi + ωj + ωk)

pour une certaine chambre. La relation provient de la remarque générale suivante : en

considérant des chambres

C = C0, C1, . . . , C2N = C

contenant une même facette F de codimension 2 dans un ordre cyclique autour de F ,

on obtient

RC0,C1 ◦RC1,C2 ◦ . . . ◦RC2N−1,C2N = Id.

Dans la situation de la proposition, avec

F = {x ∈ aR|a(x) = b(x) = 0},

on a 6 chambre C1, . . . , C6 et le chemin de C1 à C4 peut être parcouru de deux manières

différentes :

C1

C2

C3

C4

C5

C6

ce qui donne la relation annoncée.
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2.5. Groupes quantiques

On peut construire un groupe quantique, l’algèbre de Maulik-Okounkov YQ, à par-

tir des R-matrices issues des variétés de Nakajima correspondant au carquois Q. Il

s’agit de l’algèbre de Hopf engendrée par tous les coefficients de ces R-matrices. Plus

précisément, l’algèbre YQ est engendrée par des éléments d’un produit d’algèbres d’endo-

morphismes de produits tensoriels d’espaces Hi(ui). Ces derniers ont alors une structure

de représentation de YQ et les opérateurs Ri,j(a) sont des morphismes de YQ-modules.

Il s’agit d’une construction ≪ RTT à partir de R-matrices ≫ dans l’esprit de [FRT] :

pour R(z) la R-matrice universelle de Uq(ĝ) et V une représentation de cette dernière,

on peut considérer les images

T (z) ∈ (End(V )⊗ Uq(ĝ))((z)),

R(z) = RV,V (z) ∈ End(V ⊗ V )((z))

de R(z). On a alors dans

(End(V ⊗2)⊗ U)((z, w))

la relation RTT :

R12(z)T13(zw)T23(w) = T23(w)T13(zw)R12(z)

déduite de la relation de Yang-Baxter. Si on suppose que R(z) est connue, cette relation

RTT peut être vue comme un système de relations entre éléments de Uq(ĝ). C’est un

tel système de relations pour YQ que donne la construction de Maulik-Okounkov.

Dans le cas où Q est un carquois de type fini, c’est-à-dire avec un diagramme sous-

jacent Γ de Dynkin, l’algèbre YQ n’est autre que le Yangian Y (g) (voir la remarque 1.8)

associé à l’algèbre de Lie g dont le diagramme de Dynkin est Γ (voir [Mc]). L’action

de l’algèbre YQ sur les produits tensoriels d’espaces Hi(ui) est ainsi donnée par les

constructions d’actions géométriques connues antérieurement [N2, N4, Va, VV1], voir

la remarque 2.8.

Remarque 2.12. — Faisons suite à la remarque 2.6 : une version K-théorique [O] de

la construction présentée dans cette section permet notamment de construire les R-

matrices et les algèbres affines quantiques.

En général, l’algèbre YQ semble être difficile à décrire. Au même moment où Maulik-

Okounkov menaient leurs travaux, Schiffmann-Vasserot [SV1, SV2] ont associé à chaque

carquois Q une algèbre, appelée algèbre de Hall cohomologique. On s’attend à ce qu’elle

soit essentiellement la même que le Yangian YQ. Cela fait actuellement l’objet de re-

cherches. Ainsi Davison [Dav] a relié ces algèbres de Hall cohomologiques aux algèbres

éponymes introduites par Kontsevich-Soibelman.

Le cas particulier d’un carquois Q avec un sommet et une boucle est remarquable.

L’algèbre YQ correspondante peut être décrite par générateurs et relations [MO], il s’agit

du Yangian associé à ĝl1. Dans ce cas, la construction de [MO] est reliée à la construction

de représentations d’algèbres de Heisenberg (voir les références dans [Sc, Section 2.4]
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et notamment [N1]). Maulik-Okounkov [MO, Part II] et Schiffmann-Vasserot [SV2] ont

étudié des applications importantes de ce Yangian YQ. L’image de YQ dans l’algèbre des

endomorphismes de la représentationH⊗r
1 peut être décrite en utilisant la structure d’un

≪ module de Verma ≫ d’une certaine algèbre vertex affine W(glr) (au sens de Feigin-

Frenkel). Cette identification, plus précisément l’identification d’un vecteur distingué de

la représentation de W(glr) (le vecteur de Whittaker) dans la cohomologie équivariante

H⊗r
1 , permet d’exprimer une série formelle associée à la variété de Nakajima (la fonction

de partition de Nekrasov) en termes deW(glr). Ceci apporte une réponse à une question

posée par Alday-Gaiotto-Tachikawa [AGT] dans le cadre de la théorie conforme des

champs (la conjecture AGT).

D’autres applications importantes des travaux de Maulik-Okounkov concernant les

algèbres de Baxter et la cohomologie quantique seront évoquées dans la section 4.3.

3. R-MATRICES ET CATÉGORIFICATIONS

Les R-matrices sont les outils essentiels de plusieurs travaux récents en théorie des

représentations, notamment dans le domaine de la catégorification des algèbres.

Une catégorification d’une algèbre A est une catégorie monöıdale M munie d’un

isomorphisme d’algèbre avec son anneau de Grothendieck

φ : A ≃ K(M).

Rappelons qu’en tant que groupe, K(M) est le groupe libre engendré par les classes

d’isomorphismes d’objets simples :

K(M) =
⊕

[V ] Classe d’un objet simple dans M.

Z[V ].

Alors tout objet (non nécessairement simple) de M a une image dans K(M) en impo-

sant

[V ′′] = [V ] + [V ′]

si V ′′ est une extension de V et V ′. On peut alors munirK(M) d’une structure d’anneau

en posant pour des objets V et V ′ de la catégorie M :

[V ⊗ V ′] = [V ][V ′].

Dans le cas d’une k-algèbre A sur un corps k, on peut éventuellement étendre les

scalaires en remplaçant K(M) par K(M)⊗ k.

La notion de catégorification peut être précisée lorsque l’algèbre A est munie de

structures additionelles. Des structures catégoriques supérieures ont été utilisées à cette

fin, on pourra se reporter aux exposés [Ke, Kam].

Deux situations ont été particulièrement étudiées (et parfois simultanément

réalisées) : celle des algèbres munies d’une base et celle des algèbres amassées.
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3.1. Catégorification d’algèbres basées

Lorsque l’algèbre A est munie d’une base remarquable B, on impose la condition

supplémentaire suivante :

Définition 3.1. — Une catégorification M d’une algèbre A munie d’une base B est

une catégorification de A qui induit une bijection entre B et la base des classes d’objects

simples dans K(M).

Ceci nécessite en particulier que les constantes de structure de A sur B soient entières

et positives.

C’est par exemple le cas pour l’algèbre enveloppante U(n) d’une sous-algèbre de Lie

nilpotente maximale n ⊂ g d’une algèbre de Lie simple que nous supposerons simple-

ment lacée. Elle est munie d’une base remarquable (la base canonique), que Lusztig

notamment a construite comme base de faisceaux de cohomologie d’intersection en in-

terprétant l’anneau en termes de faisceaux pervers (voir les exposés [Ma, Li]). Cette

construction peut être vue comme une catégorification (voir l’exposé [Kam, Section

4.1]).

On peut aussi utiliser une catégorie de représentations d’algèbres KLR (algèbres de

Khovanov-Lauda-Rouquier ou algèbres de Hecke-carquois introduites dans [Rou, KL]).

Ces algèbres Z-graduées Rν dépendent de g et d’un paramètre ν ∈ Nn. Elles peuvent être

définies comme sommes d’espaces de morphismes dans une certaine catégorie monöıdale

(voir l’exposé [Kam] et les références qui s’y trouvent). Dans le cas le plus simple

g = sl2, il s’agit d’algèbres de nil Hecke affines. D’après Khovanov-Lauda [KL], Rouquier

[Rou] et Varagnolo-Vasserot [VV2], on obtient une catégorification par une catégorie de

représentations d’algèbres KLR
⊕

ν∈Nn

Rν-Mod,

le produit de la catégorie étant obtenu à partir d’un produit de convolution ◦. Plus

précisément, soit

Uq(n) ⊂ Uq(g)

sous-algèbre correspondant à n et munie d’une base canonique relevant celle de U(n).

La catégorie des modules gradués est une catégorification de Uq(n) munie de la base B

duale de la base canonique pour le produit scalaire naturel de Uq(n) (la base canonique

correspond quant à elle aux modules projectifs indécomposables). On utilisera le même

symbole B pour la base canonique duale de C[N ], anneau des coordonnées d’un sous-

groupe unipotent maximal N d’un groupe de Lie simple complexe G d’algèbre de Lie

g ⊃ n. Cet anneau C[N ] peut en effet être vu comme une spécialisation de Uq(n)

(différente de la spécialisation U(n)).

On peut aussi utiliser une catégorie de représentations de dimension finie d’algèbres

affines quantiques Uq(ĝ) et faire apparâıtre les relations de mutations à partir de R-

matrices normalisées. Comme illustration, considérons le cas G = SL3. Alors N est
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le groupe des matrices





1 x z

0 1 y

0 0 1



 et on a l’anneau des fonctions polynomiales en les

coordonnées x, y, z :

C[N ] = C[x, y, z].

C’est un cas bien connu pour lequel la base canonique duale peut être calculée explici-

tement :

B = {xazb(xy − z)c|a, b, c ∈ N} ∪ {yazb(xy − z)c|a, b, c ∈ N}.

On a une catégorification de C[N ] munie de sa base B : la catégorie CN des

représentations de dimension finie de Uq(ŝl3) dont l’anneau de Grothendieck est

engendré par les trois représentations fondamentales

[V1(1)] , [V1(q
2)] , [V2(q)].

Elles correspondent respectivement à x, y et z. La catégorie CN contient quatre modules

simples premiers, c’est-à-dire qui ne peuvent pas être factorisés en un produit tensoriel

de représentations non triviales : les trois représentations fondamentales ci-dessus et

une autre représentation W qui correspond à (xy− z) (ce module W est un module dit

de Kirillov-Reshetikhin). Cela se traduit par la relation dans l’anneau de Grothendieck

[W ] = [V1(1)][V1(q
2)]− [V2(q)],

qui est déduite de la suite exacte associée à la R-matrice normalisée Rnorm
V1(1),V1(q2)

(9) 0 → W → V1(1)⊗ V1(q
2) → V2(q) → 0.

Ceci peut être vu comme un cas particulier des résultats dans [KL, Rou, VV2] et [HL1].

3.2. Catégorification d’algèbres amassées

On pourra trouver dans l’exposé [Ke] et dans [Le2] une introduction aux algèbres

amassées (ou algèbres cluster). A un carquois Q à r-sommets Fomin-Zelevinsky [FZ1]

associent une algèbre A(Q).

Plus précisément, A(Q) est définie comme une sous-algèbre d’un corps de fractions

A(Q) ⊂ Q(X1, . . . , Xr).

Un amas est un r + 1-uplet

(z1, . . . , zr, Q
′)

avec z1, . . . , zr éléments de ce corps de fractions et Q′ un carquois à r sommets. Par

définition, A(Q) est la sous-algèbre engendrée par les variables d’amas de tous les amas

obtenus par des mutations itérées à partir de l’amas initial (X1, . . . , Xr, Q). Chaque

amas peut être muté dans une direction i avec 1 ≤ i ≤ n avec n ≤ r fixé. Dans un

nouvel amas muté, la nouvelle variable z′i est obtenue par une relation de mutation de

Fomin-Zelevinsky :

z′izi =
∏

i→j dans Q′

zj +
∏

j→i dans Q′

zj.
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Les variables zj (j 6= i) ne sont pas modifiées, mais le carquois Q′ est remplacé par

le carquois muté µi(Q
′) obtenu comme suit : pour tout sous-carquois j → i → k, on

ajoute une flèche j → k, puis on renverse toutes les flèches de source ou de but i et

enfin on supprime les flèches d’un ensemble maximal de 2-cycles disjoints deux à deux.

Les variables Xn+1, . . . , Xr sont dans tous les amas et sont dites variables gelées. Un

monôme d’amas est un monôme en des variables d’amas du même amas.

Par exemple, pour Q le carquois

Q : 3 −→ 1 −→ 2

avec deux variables gelées d’indices 2 et 3, l’algèbre amassée

A(Q) ⊂ Q(X1, X2, X3)

possède deux amas

(X1, X2, X3) et (X
−1
1 (X2 +X3), X2, X3)

et ainsi quatre variables d’amas. Il y a une relation de mutation :

(10) X∗
1X1 = X2 +X3.

Un objet d’une catégorie monöıdale est dit réel si son carré tensoriel est simple.

Définition 3.2. — Une catégorification d’une algèbre amassée A est une catégorification

M de l’algèbre A telle que l’isomorphisme d’anneau

φ : A ≃ K(M)

envoie les monômes d’amas de A vers des classes de modules simples réels.

Remarque 3.3. — (i) Grâce à une propriété de factorialité des algèbres amassées [GLS2],

la définition implique que les variables d’amas de A sont envoyées vers des classes de

modules simples premiers et réels.

(ii) Il existe une notion de catégorification forte pour laquelle on impose que φ définisse

une bijection entre les monômes d’amas et les classes d’objets simples réels.

(iii) Une notion de catégorification additive des algèbres amassées à l’aide de

catégories 2-Calabi-Yau a également été intensivement étudiée, voir l’exposé [Ke,

Section 4.1] pour une présentation de ce sujet.

Par exemple, la catégorie CN de représentations de Uq(ŝl3) dans la section précédente

est une catégorification de l’algèbre amassée A(Q) dans l’exemple ci-dessus. Il existe en

effet un unique isomorphisme

φ : A(Q) ≃ K(CN),

tel que

φ(X1) = [V1(1)] , φ(X2) = [V2(q)] , φ(X3) = [W ] , φ(X∗
1 ) = [V1(q

2)].
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Alors φ envoie les variables d’amas sur des classes d’objets simples (on a même ici une

catégorification au sens de la remarque 3.3, (ii)). La relation de mutation (10) est ici

donnée par la suite exacte (9) issue de la R-matrice normalisée Rnorm
V1(1),V1(q2)

.

Divers exemples de catégorification d’algèbres amassées ont été établis d’abord en

termes d’algèbres affines quantiques [HL1], de faisceaux pervers sur des variétés de

Nakajima [N5, KQ, Q] et d’algèbres KLR, sur lesquelles nous allons revenir.

Berenstein-Zelevinsky [BZ] ont donné une notion d’algèbre amassée quantique. Ce

sont des sous-algèbres de tores quantiques qui dépendent d’un paramètre q ∈ C∗. La

spécialisation à q = 1 est une algèbre amassée ordinaire.

Geiss-Leclerc-Schröer [GLS1] ont établi un exemple fondamental : Uq(n) a une

structure naturelle d’algèbre amassée quantique, de même que certaines sous-algèbres

Aq(n(w)) qui dépendent d’un élément w du groupe de Weyl de g (elles peuvent

être vues comme des déformations de C[N(w)] pour un sous-groupe N(w) de N).

Aq(n(w)) peut être défini comme l’espace engendré par l’image dans Aq(n) ≃ Uq(n)

de produits de vecteurs de racines définis par Lusztig. Pour w = w0 l’élément de plus

grande longueur, on retrouve n = n(w0). La structure d’algèbre amassée quantique sur

Aq(n(w)) est compatible avec la structure d’algèbre amassée de C[N(w)] (voir [BFZ])

et en particulier de C[N ].

3.3. R-matrices pour les algèbres KLR et conjecture de Fomin-Zelevinsky

Kang-Kashiwara-Kim-Oh ont établi le théorème de catégorification suivant.

Théorème 3.4. — [KKKO3] L’algèbre amassée C[N(w)] admet une catégorification.

Preuve (esquisse) — Il s’agit d’une catégorie de représentations d’algèbres KLR

comme dans les résultats mentionnés dans la section 3.1. Les résultats de catégorification

dans [KL, Rou, VV2] ainsi que le théorème de Geiss-Leclerc-Schröer sur la structure

d’algèbre amassée quantique sont cruciaux. La preuve repose en effet sur les structures

quantiques. Une notion adéquate de catégorification d’algèbre amassée quantique est

introduite et utilisée dans [KKKO3].

Mais un autre point constitue le coeur de la démonstration : la catégorification des

relations de mutations de Fomin-Zelevinsky en termes de suites exactes issues de R-

matrices normalisées. Par exemple, nous avons vu dans l’équation (9) une suite exacte

construite à partir d’une R-matrice normalisée issue d’une algèbre affine quantique.

Il s’agit justement d’une relation de mutation dans l’algèbre amassée associée. Dans

leur démonstration, Kang-Kashiwara-Kim-Oh utilisent de manière systématique des

R-matrices pour des représentations d’algèbres KLR pour catégorifier les relations de

mutations.

Par exemple, la suite exacte correspondant à l’exemple (9) est de la forme

0 → L(21) → L(1) ◦ L(2) → L(12) → 0
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avec L(1) et L(2) des modules simples de dimension 1 (voir [KR] pour des compléments

sur les représentations des algèbres KLR). Ces modules satisfont

L(12) ⊂ L(2) ◦ L(1).

Bien qu’il n’existe pas de construction connue de R-matrice universelle pour les

algèbres KLR, pour V et W des représentations simples respectivement de Rβ et Rβ′ ,

il existe un morphisme non trivial de Rβ+β′-modules

Rnorm
V,W : V ◦W → W ◦ V.

Sa construction repose d’abord sur l’existence d’éléments d’entrelacement dans l’algèbre

KLR qui permettent de définir un opérateur rationnel

V ◦W → (W ◦ V )(z).

La fin de la construction est analogue au cas des algèbres affines quantiques exposé

dans la section 1.3 : il faut normaliser puis spécialiser. Les R-matrices ainsi construites

satisfont bien l’équation de Yang-Baxter.

Du théorème 3.4 résulte la preuve d’une conjecture générale de Fomin-Zelevinsky

[FZ1], précisée dans ce cas par Kimura [Ki] et Geiss-Leclerc-Schröer [GLS1].

Corollaire 3.5. — [KKKO3] Les monômes d’amas de C[N(w)] sont des éléments

de la base canonique duale.

Remarque 3.6. — (i) Le cas w = w0 constitue l’une des motivations historiques de la

théorie de Fomin-Zelevinsky : développer une compréhension algorithmique et récursive

des bases canoniques. Il s’agit d’une avancée importante dans la compréhension de ces

bases.

(ii) Qin [Q] a proposé une autre démonstration pour ce résultat.

(iii) Comme mentionné dans l’esquisse de preuve, les résultats évoqués ci-dessus ont

des analogues quantiques lorsqu’on remplace les algèbres et algèbres amassées par leurs

analogues quantiques et les modules des algèbres KLR par leurs versions graduées.

C’est plus qu’une généralisation car la preuve de Kang-Kashiwara-Kim-Oh utilise de

manière cruciale la structure quantique des algèbres amassées et la graduation des

représentations des algèbres KLR.

3.4. Compléments : résultats généraux issus des opérateurs d’entrelacement

Plusieurs résultats en théorie des représentations, qui ne font pas apparâıtre de R-

matrices dans leur énoncé, sont obtenus en s’appuyant de manière cruciale sur de tels

opérateurs.

On a notamment le résultat général suivant (conjecture formulée par Leclerc [Le1]).

Pour l’énoncer, on rappelle que la tête (respectivement le socle) d’un module de dimen-

sion finie est son plus grand quotient (resp. sous-module) semi-simple.

Théorème 3.7. — [KKKO1] Soient M , N des modules simples de dimension finie de

Uq(ĝ) avec M réel. Alors la tête et le socle de M ⊗N sont simples.
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Remarque 3.8. — Un énoncé analogue est valable pour les représentations des algèbres

KLR. Il n’est pas surprenant de retrouver des résultats analogues pour les algèbres

affines quantiques et les algèbre KLR : des résultats de Kang-Kashiwara-Kim [KKK]

donnent des équivalences de catégories entre des catégories de représentations corres-

pondantes. Il s’agit d’une dualité de Schur-Weyl généralisée. La construction de cette

dualité repose sur des R-matrices normalisées pour les algèbres affines quantiques : leur

pôles dessinent un carquois qui permet de définir l’algèbre KLR correspondante.

Remarque 3.9. — Récemment la preuve de cet énoncé a été adaptée au cas des groupes

linéraires p-adiques [LM].

Remarque 3.10. — Dans le même esprit, Kashiwara [Kas] a montré que certains pro-

duits tensoriels de représentations fondamentales sont cycliques engendrés par un pro-

duit tensoriel de vecteurs de plus haut poids. Ce résultat a aussi été établi par Chari et

Varagnolo-Vasserot par d’autres méthodes pour certaines algèbres affines quantiques.

4. R-MATRICES ET INTÉGRABILITÉ QUANTIQUE

Cette dernière partie de l’exposé revient sur l’étude des systèmes intégrables quan-

tiques, qui constitue la motivation originelle des R-matrices. Elle n’est pas sans liens

directs avec les travaux présentés dans les deux parties précédentes. En particulier,

l’algèbre de Baxter, sous-algèbre commutative d’un groupe quantique associée à un tel

système quantique, peut être interprétée en termes de cohomologie quantique dans les

travaux de Maulik-Okounkov.

4.1. Matrices de transfert et intégrabilité

Soit V une représentation de dimension finie de Uq(ĝ) qu’on appellera ≪ espace auxi-

liaire ≫. La matrice de transfert associée est :

(11) TV (z) = ((TrV ◦ρV )⊗ id)(R(z)) ∈ Uq(ĝ)[[z]],

où TrV est la trace sur l’espace V et ρV le morphisme de représentation de V .

On a le résultat fondamental suivant (dit d’intégrabilité).

Proposition 4.1. — Les matrices de transfert commutent, c’est-à-dire que pour V et

V ′ représentations de dimension finie de Uq(ĝ) on a

TV (z)TV ′(z′) = TV ′(z′)TV (z) dans Uq(ĝ)[[z, z
′]].

Preuve (esquisse) — On projette l’équation de Yang-Baxter dans

(End(V )⊗ End(V ′)⊗ Uq(ĝ))[[z, z
′]].

On obtient une relation de conjugaison qui donne le résultat en prenant la trace

Tr(V⊗V ′) ⊗ Id.
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Considérons les coefficients des matrices de transfert TV [N ] ∈ Uq(ĝ) définis par

TV (z) =
∑

N≥0

zNTV [N ].

La dernière proposition signifie que tous ces coefficients commutent.

Les propriétés de la trace impliquent que l’application V 7→ TV (z) est compatible

avec les suites exactes. De plus pour V et V ′ dans la catégorie C des représentations de

dimension finie de Uq(ĝ), les propriétés de R(z) (les formules (3)) impliquent

TV⊗V ′(z) = TV (z)TV ′(z′).

On obtient ainsi un morphisme d’anneau

(12) T (z) : K(C) → (Uq(ĝ))[[z]].

Ce morphisme est de plus injectif, ce qui implique, d’après Frenkel-Reshetikhin [FR1,

Section 3.3], la commutativité (6) de l’anneau de Grothendieck K(C).

Remarque 4.2. — Nous serons amenés à utiliser un espace auxiliaire V de dimension

infinie mais avec une graduation naturelle V =
⊕

ω=(ω1,...,ωn)∈Zn Vω par des espaces de

poids de dimension finie (n est le rang de g). Les traces sont alors tordues pour cette

graduation : la trace sur V est remplacée par
∑

ω∈Zn(u
ω1
1 . . . uωn

n )TrVω
pour des variables

formelles ui avec i ∈ I = {1, . . . , n}.

Remarque 4.3. — Les constructions de cette sous-section s’étendent aux Yangians.

4.2. Systèmes quantiques

Les matrices de transfert permettent de construire divers systèmes quantiques, c’est-

à-dire un espace W (dit ≪ espace quantique ≫) sur lequel chaque matrice de trans-

fert TV (z) définit un opérateur (les scalaires étant étendus à C[[z]]). Les coefficients

TV [N ] des matrices de transfert agissent sur W en une grande famille commutative

d’opérateurs. Il s’agit alors d’étudier le spectre du système quantique, c’est-à-dire les

valeurs propres des matrices de transfert sur W .

Le cas où W est un produit tensoriel de représentations simples de dimension finie

de Uq(ĝ) en offre un exemple remarquable. En effet pour g = sl2, pour V = V1 une

représentation fondamentale de dimension 2 et pour l’espace des états W un produit

tensoriel de représentations fondamentales de dimension 2, on retrouve le cas particulier

historique du modèle XXZ (voir la section 1.1). L’image de l’opérateur TV1(z) dans

End(W )[[z]] est la matrice de transfert définie par Baxter [Ba], qui a montré (7) que les

6. Ainsi les multiplicités de Jordan-Hölder des modules simples sont les mêmes dans V ⊗V ′ et dans

V ′⊗V mais ces modules ne sont pas isomorphes en général. Par exemple, pour g = sl2, V1(q
2)⊗V1(1)

et V1(1)⊗ V1(q
2) ne le sont pas.

7. Baxter a introduit la méthode féconde des ≪ Q-opérateurs ≫, qui lui a également permis de

résoudre le modèle à 8 sommets, plus complexe. Le modèle à 6 sommets avait aussi été résolu par

d’autres méthodes, notamment dans les travaux de Lieb et Sutherland (1967).
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valeurs propres ont une forme remarquable, donnée par la relation de Baxter :

(13) λj = D(z)qdeg(Qj)
Qj(zq

−2)

Qj(z)
+ A(z)q−deg(Qj)

Qj(zq
2)

Qj(z)
,

où Qj est un polynôme (dit de Baxter) et A(z), D(z) sont des fonctions universelles au

sens où elles ne dépendent pas de la valeur propre λj.

4.3. Algèbres de Baxter et cohomologie quantique

Définition 4.4. — La sous-algèbre commutative de Uq(ĝ) engendrée par les coeffi-

cients TV [N ] de toutes les matrices de transfert est appelée algèbre de Baxter.

L’interprétation d’algèbres de Baxter en termes de cohomologie quantique constitue

une application importante des travaux [MO, Section 7].

On renvoie à l’exposé [A] pour une présentation générale de la cohomologie quan-

tique. L’idée, qui remonte à Vafa et Witten, est de remplacer la structure d’anneau de

la cohomologie d’une variété algébrique complexe (le cup produit ordinaire) par une

nouvelle structure d’anneau avec des paramètres de déformations q1, q2, · · · , qr où r est

le rang de H2(X,Z). Pour α, β ∈ H•(X), le produit de cohomologie quantique est une

série formelle

α ∗ β =
∑

m∈Zr

(α ∗ β)mq
m.

Les coefficients (α ∗ β)m sont définis en utilisant la théorie des invariants de Gromov-

Witten. On obtient un anneau unitaire commutatif gradué (la propriété d’associativité

est remarquable) et (α ∗ β)0 est le cup produit ordinaire.

Une construction analogue peut être faite en cohomologie équivariante. Dans le cas

d’une variété de Nakajima M(w) associée à un carquois Q (voir la section 2), pour

chaque choix de paramètres q1, · · · , qr, on obtient une algèbre commutative d’opérateurs

sur W = H•
T (M(w)) donnés par les opérateurs de multiplication en cohomologie quan-

tique.

Par ailleurs, en reprenant les constructions présentées dans la section 2, W est une

représentation de l’algèbre de Maulik-Okounkov YQ et on a l’action sur W de la sous-

algèbre de Baxter de YQ qui donne une algèbre commutative d’opérateurs sur W . Mais

la définition des matrices de transfert peut être modifiée en remplaçant la trace usuelle

Tr⊗ Id par

(Tr ◦ g)⊗ Id

pour certains opérateurs g sur l’espace auxiliaire V . Maulik-Okounkov considèrent ainsi

une famille d’algèbres commutatives (de Baxter) agissant sur W , actions qu’ils identi-

fient avec les opérateurs de multiplication en cohomologie quantique.

Il s’agit d’une réalisation des prédictions faites dans les travaux pionniers [NS1, NS2].

La théorie de la cohomologie quantique s’accompagne d’une connection naturelle qui

rend compte de la dépendance du produit de cohomologie quantique en les paramètres

q1, · · · , qr. Elle est aussi liée [MO] à une structure importante issue des R-matrices, la

connection de Knizhnik-Zamolodchikov quantique au sens de [FR2].
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4.4. Q-opérateurs

Considérons la sous-algèbre de Borel (au sens de la présentation de Drinfeld-Jimbo)

Uq(b̂) ⊂ Uq(ĝ).

On peut définir des matrices de transfert associées à des représentations de Uq(b̂) car

R(z) ∈ (Uq(b̂)⊗̂Uq(ĝ))[[z]].

Ainsi, dans le but d’étudier les formules de Baxter pour le modèle XXZ, Bazhanov-

Lukyanov-Zamolodchikov [BLZ1] ont construit une famille de représentations simples

de Uq(b̂) ⊂ Uq(ŝl2) de dimension infinie notées La (a ∈ C∗), que nous appellerons
≪ représentations préfondamentales ≫ dans la suite de l’exposé. Les matrices de trans-

fert correspondant aux représentations préfondamentales sont appelées Q-opérateurs de

Baxter (voir la note de bas de page 7).

En utilisant la présentation de Drinfeld de Uq(ĝ) (voir section 1), on peut munir Uq(b̂)

elle-même d’une décomposition triangulaire, c’est-à-dire d’un isomorphisme linéaire

Uq(b̂) ≃ Uq(b̂)
− ⊗ Uq(b̂)

0 ⊗ Uq(b̂)
+

avec Uq(b̂)
−, Uq(b̂)

0, Uq(b̂)
+ des sous-algèbres naturelles de Uq(b̂). Les représentations

préfondamentales sont alors de plus haut poids pour cette décomposition triangulaire.

Pour une représentation V simple de dimension 2 de Uq(ŝl2), on a

(14) 0 → [ω]⊗ Lq−2 → V ⊗ L1 → [−ω]⊗ Lq2 → 0,

suite exacte non-scindée, avec [±ω] des représentations de dimension 1 inversibles. En

prenant les matrices de transfert, on retrouve la formule (13).

Remarque 4.5. — Pour le modèle à 8 sommets, une construction des Q-opérateurs

en termes de représentations des groupes quantiques elliptiques a été découverte très

récemment par Felder-Zhang [FZ2].

4.5. Approche de Frenkel-Reshetikhin

Frenkel-Reshetikhin [FR1] ont proposé (8) une nouvelle approche dans le but de

généraliser les formules de Baxter. À cette fin, ils ont introduit le q-caractère χq(V )

d’une représentation V de dimension finie de Uq(ĝ). Il s’agit d’un polynôme de Laurent

en des indéterminées Yi,a (1 ≤ i ≤ n, a ∈ C∗)

χq(V ) ∈ Z[Y ±1
i,a ]1≤i≤n,a∈C∗ .

La définition de χq(V ) repose sur une décomposition de V en sous-espaces de Jordan

(pour une famille commutative d’opérateurs sur W , obtenus à partir de la réalisation

de Drinfeld). Les coefficients de χq(V ) sont ainsi positifs et leur somme est dim(V ).

8. Une conjecture analogue avait été formulée dans des cas particuliers par Reshetikhin, Bazhanov-

Reshetikhin et Kuniba-Suzuki.
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Par exemple, pour g = sl2 et V = V1 représentation fondamentale de dimension 2,

(15) χq(V ) = Y1,q−1 + Y −1
1,q .

Pour 1 ≤ i ≤ n, on pose qi = qri avec ri la longueur de la racine simple correspondante.

Conjecture 4.6. — [FR1, Section 6.1] Pour une représentation de dimension finie

V , les valeurs propres λj de TV (z) sur un produit tensoriel W de représentations simples

sont obtenues de la manière suivante : on remplace dans χq(V ) chaque variable Yi,a par

Fi(az)q
deg(Qi,j)

Qi,j(zaq
−1
i )

Qi,j(zaqi)
,

où Qi,j(z) est un polynôme et Fi(z) ne dépend pas de la valeur propre λj.

Les Qi,j(z) sont les polynômes de Baxter généralisés. Il s’agit d’une généralisation des

résultats de Baxter car par cette procédure la formule (15) donne bien la formule (13).

Dans le cas général, la formule de Baxter généralisée donnant les λj a dim(V ) termes.

L’énoncé de la conjecture 4.6 avec des traces déformées (comme dans la remarque

4.2) est démontrée dans [FH1].

Preuve (esquisse) — L’idée est d’interpréter les Qi comme des valeurs propres de

nouvelles matrices de transfert, construites à partir de représentations préfondamentales

Li,a (où 1 ≤ i ≤ n et a ∈ C∗) de Uq(b̂) généralisant [HJ] les représentations de [BLZ1]

évoquées ci-dessus. On montre qu’à un facteur scalaire universel Fi(z) près, la matrice

de transfert associée Ti(z) agit sur l’espace des états W par un opérateur polynomial.

Il faut enfin montrer que les valeurs propres de TV (z) s’expriment à l’aide des valeurs

propres des Ti(z) selon le q-caractère de V . Pour ce faire, on utilise une catégorie O de

représentations de Uq(b̂) qui contient les représentations de dimension finie ainsi que les

représentations préfondamentales. Considérons son anneau de Grothendieck (9) K(O).

En remplaçant dans χq(V ) chaque variable Yi,a par (10) [ωi]
[L

i,aq−1 ]

[Li,aq ]
et en remplaçant

χq(V ) par [V ], on obtient une relation dans le corps des fractions deK(O) (on comparera

par exemple la formule (15) avec la suite exacte (14)). Maintenant on peut étendre

l’application matrice de transfert (12) àK(O). Ainsi les relations dansK(O) impliquent

les relations voulues entre les matrices de transfert et leurs valeurs propres.

4.6. Equations de l’Ansatz de Bethe

Il est assez aisé d’écrire une formule explicite pour la fonction scalaire Fi(z).

Il est beaucoup plus délicat d’obtenir des informations sur la partie polynomiale

(Fi(z))
−1Ti(z). Ses valeurs propres sont les polynômes de Baxter (Qi(z))i∈I . Les

équations de l’Ansatz de Bethe entre les racines de ces polynômes ont été conjecturées

(voir [Re, FR1]) :

9. Les représentations dans la catégorie O n’étant pas toutes de longueur finie, la notion de multi-

plicité d’un module simple dans un module est définie comme dans [Kac], voir [HL2, Section 3.2].
10. Ici [ωi] est la classe d’une représentation de dimension 1.
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(16) v−1
i

∏

j∈I

Qj(wq
Bij)

Qj(wq−Bij)
= −1,

pour i ∈ I et w une racine de Qi. Ici les Bi,j = (αi, αj) sont les coefficient de la matrice

de Cartan symétrisée et vi =
∏

j∈I u
Cj,i

i .

Remarque 4.7. — Les équations (16) ont été établies récemment avec des conditions de

généricité [FH2] grâce à des relations dans K(O) appelées QQ̃-systèmes (découvertes

[MRV] dans un contexte dual de Langlands, voir ci-dessous), puis sans conditions de

généricité [FJMM], notamment grâce à des versions à deux termes des formules de

Baxter (les QQ∗-systèmes de [HL2] qui apparaissent naturellement comme des relations

de mutations dans l’esprit des résultats de la section 3).

Remarque 4.8. — Très récemment [PSZ], les opérateurs de Baxter pour Uq(ŝl2) ont été

réalisés dans le cadre de la théorie de Maulik-Okounkov (section 2), sous la forme de

multiplications en cohomologie (resp. K-théorie) quantique (voir la section 4.3). Les

équations de l’Ansatz de Bethe (16) apparaissent alors naturellement dans ce contexte.

4.7. Autres systèmes quantiques et dualité de Langlands

La correspondance ODE/IM (pour ≪ Ordinary Differential Equation ≫ et ≪ Integrable

model≫) découverte dans [DT, BLZ2] relie de façon surprenante d’une part des fonctions

associées à des opérateurs différentiels de Schrödinger et d’autre part des valeurs propres

de systèmes quantiques dits ≪ de KdV quantiques ≫. Ces derniers sont construits [BLZ2]

à l’aide des matrices de transfert TV (z) agissant non plus sur une représentation de Uq(ĝ)

mais sur des espaces de Fock d’une algèbre de Heisenberg quantique. Les opérateurs

différentiels sont quant à eux de la forme −∂2+x2M + ℓ(ℓ−1)
x2 avec M > 0 entier et ℓ ∈ C.

Les fonctions associées sont les déterminants spectraux définis comme des coefficients

de changements de base entre des familles naturelles de solutions. Il est remarquable

qu’elles satisfassent effectivement la relation de Baxter (13), alors qu’elles proviennent

a priori d’un contexte très différent.

Feigin-Frenkel [FF] ont envisagé cette correspondance comme une manifestation

d’une dualité de Langlands. Les opérateurs différentiels de Schrödinger sont généralisés

par les ≪ opers affines ≫, des systèmes différentiels associés à l’algèbre de Lie duale

de Langlands de g. Même si les conjectures énoncées dans ce dernier article sont

encore largement ouvertes, il s’agit d’une source d’inspiration féconde dans l’étude des

représentations de Uq(ĝ) (voir par exemple les travaux [MRV] évoqués dans la remarque

4.7).
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arXiv :1304.0323.

[KKKO1] S.-J. KANG, M. KASHIWARA, M. KIM et S-J. OH – Simplicity of heads

and socles of tensor products, Compos. Math. 151, (2015), no. 2, 377–396.

[KKKO2] S.-J. KANG, M. KASHIWARA, M. KIM et S-J. OH – Monoidal categorifi-

cation of cluster algebras, Prépublication arXiv :1412.8106.
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2006/07, Exp. n◦ 976, Astérisque 317 (2008), 295–344.
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