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1. INTRODUCTION

1.1. Réseaux euclidiens
Soit V un R-vectoriel de dimension finie n. Un réseau Λ de V est un sous-groupe

discret de V tel que le groupe topologique quotient V {Λ soit compact, ou de façon équi-
valente, tel qu’il existe une base peiq1ďiďn de V telle que Λ “

Àn
i“1 Zei. Le R-vectoriel

V s’identifie alors à ΛR :“ Λb R.
Un réseau euclidien est la donnée pV,Λ, }.}q d’un R-vectoriel de dimension finie V ,

d’une structure euclidienne sur V de norme associée }.}, et d’un réseau Λ dans V .
De manière équivalente, un réseau euclidien est la donnée

E :“ pE, }.}q

d’un Z-module libre de rang fini E et d’une norme euclidienne }.} sur le R-vectoriel
ER :“ E bR. (On identifiera E à son image par l’injection pEãÝÑER, v ÞÝÑ v b 1q, qui
constitue un réseau dans ER.)

Les réseaux euclidiens de dimension 3 constituent un modèle mathématique pour la
configuration des atomes ou des molécules dans un solide cristallin, et ont été considé-
rés pour cette raison depuis le dix-septième siècle (notamment par Huyghens dans son
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Traité de la lumière, publié en 1690). À partir de la fin du dix-huitième siècle, le dé-
veloppement de la théorie des nombres a conduit à étudier les réseaux euclidiens dans
une perspective « mathématique pure » : Lagrange, dans ses travaux sur les formes
quadratiques entières à deux variables, considère les réseaux euclidiens de dimension
2 et leurs propriétés de « réduction » ; l’étude des formes quadratiques entières en un
nombre de variables arbitraires et des corps de nombres de degré quelconque conduisent,
notamment Gauss puis Hermite, à s’intéresser aux propriétés des réseaux euclidiens de
rang 3 puis de rang quelconque.

À la fin du dix-neuvième siècle, l’étude des réseaux euclidiens est devenu un domaine
mathématique à part entière, avec des contributions majeures de Korkin, Zolotarev,
Minkowski (qui introduisit la terminologie de « géométrie des nombres » ), puis Voro-
noi. Pour une présentation des résultats classiques de ce domaine, nous renvoyons aux
ouvrages et articles d’exposition [Cas71], [RB79], [Lag95], et [Mar03].

1.2. Les invariants classiques des réseaux euclidiens

On dispose d’une notion évidente d’isomorphisme entre réseaux euclidiens : un iso-
morphisme entre deux réseaux euclidiens E1 :“ pE1, }.}1 et E2 :“ pE2, }.}2q est un
isomorphisme ϕ : E1

„
ÝÑ E2 de Z-modules tels que l’isomorphisme de R-vectoriels

qui s’en déduit ϕR : E1,R
„
ÝÑ E2,R soit une isométrie entre les R-vectoriels euclidiens

pE1,R, }.}1q et pE2,R, }.}2q.
On attache classiquement à un réseau euclidien E :“ pE, }.}q des invariants ne dé-

pendant que de sa classe d’isomorphisme :

– son rang :
rkE “ dimRER P N;

– son covolume : si mE désigne la mesure de Lebesguep1q sur l’espace vectoriel eucli-
dien pER, }.}q et si ∆ est un domaine fondamentalp2q pour l’action par translation
de E sur ER, le covolume de E est défini comme

covolpEq :“ mEp∆q P R˚`.

On observera que, si rkE “ 0, alors covolpEq “ 1.
– son premier minimum, lorsque rkE ą 0 :

λ1pEq :“ min
ePEzt0u

}e} P R˚`.

p1qElle est définie comme l’unique mesure borélienne invariante par translation sur ER telle que, pour
toute base orthonormée pviq1ďiďn de l’espace euclidien pER, }.}q, on ait : mEp

řn
i“1r0, 1rviq “ 1. Une

condition de normalisation équivalente est la suivante :
ş

ER
e´π}x}

2
dmEpxq “ 1.

p2qC’est-à-dire une partie borélienne de ER telle que p∆ ` eqePE soit une partition de ER. On vérifie
aisément qu’il existe un tel domaine fondamental et que la mesure mEp∆q est indépendante du choix
de ∆.
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Plus généralement, on introduit les minima successifs pλipEqq1ďiďrkE de E définis
par :

λipEq :“ min
 

r P R` | E XB}.}p0, rq contient une famille libre à i éléments
(

,

où B}.}p0, rq désigne la boule fermée de centre 0 et rayon r dans l’espace vectoriel
euclidien pER, }.}q.

– son rayon de recouvrementp3q, lorsque rkE ą 0 :

RcovpEq :“ max
xPER

min
ePE

}x´ e} “ mintr P R` | E `B}.}p0, rq “ ERu.

De nombreux résultats de la théorie des réseaux euclidiens prennent la forme d’in-
égalités reliant ces divers invariants.

Par exemple, un résultat classique, qui remonte à Hermite et joue un rôle central en
théorie algébrique des nombres, est la majoration suivante du premier minimum d’un
réseau euclidien en fonction de son covolume :

Théorème 1.1 (Hermite, Minkowski). — Pour tout entier n ą 0, il existe Cpnq dans
R˚` tel que, pour tout réseau euclidien E de rang n,

(1.1) λ1pEq ď CpnqpcovolpEqq1{n.

Si vn désigne la mesure de Lebesgue de la boule unité dans Rn, on peut prendre :

(1.2) Cpnq “ 2v´1{n
n .

Comme vn “ πn{2{Γpn{2` 1q, on déduit de la formule de Stirling que, lorsque n tend
vers l’infini,

(1.3) Cpnq „
a

2n{eπ.

Hermite a établi ce théorème par récurrence sur le rang n, en initiant ce que l’on
appelle aujourd’hui la théorie de la réduction, dont nous rappelons les rudiments dans
la section 2. Sa méthode lui permettait d’établir la majoration (1.1) avec

Cpnq “ p4{3qpn´1q{2.

(voir paragraphe 2.4, infra).
Minkowski a donné dans sa Geometrie der Zahlen ([Min96], p. 73-76) une preuve

élégante de l’inégalité de Hermite (1.1), preuve qui conduit à la valeur (1.2) pour Cpnq
et admet une interprétation physique simple. Pensons au réseau euclidien E :“ pE, }.}q
comme modélisant un cristal situé dans l’espace euclidien pER, }.}q de dimension n, dont
les molécules sont représentées par les points du réseau E. Comme les boules ouvertes
B̊}.}pv, λ1pEq{2q de rayon λ1pEq{2 centrées en ces points sont deux à deux disjointes, la

p3qEn anglais covering radius. Celui-ci est noté µpEq dans les articles de Banaszczyk et de Regev et
ses collaborateurs qui font l’objet de cet exposé. Nous le notons RcovpEq, en nous inspirant de [CS99],
pour éviter la confusion avec les diverses pentes pµpEq, pµipEq, pµKLpEq associées à E.
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densité du cristal — définie comme le nombre de ses molécules par unité de volume —
est au plus l’inverse du volume de ces boules, lequel vaut

vnpλ1pEq{2qn.

Or cette densité n’est autre que l’inverse du covolume de E. Il vient donc :

covolpEq´1
ď rvnpλ1pEq{2qns´1.

Cette inégalité est précisément (1.1) avec Cpnq donnée par (1.2).
De même, en observant que la boule B}.}p0, RcovpEqq contient un domaine fondamen-

tal pour l’action de E sur ER, on obtient que

vnRcovpEq
n
ě covolpEq,

ou encore :

(1.4) RcovpEq ě v´1{n
n covolpEq1{n.

Le carré γn “ Cpnq2 de la meilleure constante dans l’inégalité d’Hermite (1.1) est
classiquement appelée constante d’Hermite. Sa valeur exacte n’est connue que pour de
petites valeurs de n (voir [CS99], [CK09]). Toutefois Minkowski a montré que l’estima-
tion asymptotique γn “ Opnq, conséquence de (1.3), est essentiellement optimale — à
savoir, lorsque n tend vers l’infini, on a :

log γn “ log n`Op1q.

Par comparaison, l’argument de « théorie de la réduction » d’Hermite prouvait seule-
ment la majoration :

log γn ď pn´ 1q logp4{3q.

Cette discussion illustre un thème central de la théorie des réseaux euclidiens, de-
puis Hermite et ses successeurs Korkin et Zolotarev : l’investigation des « meilleures
constantes » figurant dans les inégalités comparant les invariants des réseaux, et no-
tamment la détermination de leur comportement asymptotique lorsque ce rang tend
vers l’infini.

Les travaux discutés dans cet exposé apportent des progrès spectaculaires sur ce type
de question.

1.3. Quelques rappels

Avant d’énoncer les résultats de ces travaux, nous devons procéder à quelques rappels
concernant les réseaux euclidiens.
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1.3.1. Suites exactes et dualité. — Soit E :“ pE, }.}q un réseau euclidien.
Pour tout sous-Z-module F de E, l’inclusion F ãÑ E détermine, par extension des

scalaires, une injection canonique FR ãÑ ER. Muni de la restriction à FR de }.}, F (qui
est encore un Z-module libre de rang fini) définit un réseau euclidien :

F :“ pF, }.}|FRq.

Si de plus F est saturé dans E — c’est-à-dire si le Z-module E{F est sans torsion,
ou de façon équivalente, si F “ FR X E — alors E{F est un Z-module libre de rang
fini. En outre, la suite exacte

0 ÝÑ F
i
ÝÑ E

p
ÝÑ E{F ÝÑ 0

(où i et p désignent le morphisme d’inclusion et le morphisme quotient) devient, par
extension des scalaires, une suite exacte de R-vectoriels :

0 ÝÑ FR
iR
ÝÑ ER

pR
ÝÑ pE{F qR ÝÑ 0.

Ainsi le R-vectoriel pE{F qR s’identifie-t-il au quotient de ER par FR. En particulier, on
peut le munir de la norme euclidienne quotient }.}quot déduite de la norme euclidienne }.}
sur ER. On définit ainsi un réseau euclidien

E{F :“ pE{F, }.}quotq.

On résumera souvent cette construction en disant que le diagramme

(1.5) 0 ÝÑ F
i
ÝÑ E

p
ÝÑ E{F ÝÑ 0

est une suite exacte courte admissible de réseaux euclidiens.
Un sous-Z-module saturé F de E est déterminé par le sous-R-vectoriel FR de ER, et

aussi par le sous-Q-vectoriel FQ :“ FbQ de EQ :“ EbQ, puisque F “ FRXE “ FQXE.

L’application pF ÞÑ FQq établit en fait une bijection entre sous-Z-modules saturés de E
et sous-Q-vectoriels de EQ. Si F est un sous-Z-module (non nécessairement saturé)
de E, on pose :

F sat :“ FQ X E.

C’est le sous-module saturé de E associé à FQ par la bijection précédente. On a F Ă F sat

et F sat{F est fini.
Par ailleurs, à tout réseau euclidien E :“ pE, }.}q est attaché son réseau euclidien

dual
E
_ :“ pE_, }.}_q

défini comme suit.
Son Z-module sous-jacent E_ est le Z-module dual

E_ :“ HomZpE,Zq,

qui est un Z-module libre de même rang que E. Le R-vectoriel pE_qR :“ E_ b R
s’identifie canoniquement à pERq

_ :“ HomRpER,Rq; on le notera E_R . On définit la
norme euclidienne }.}_ comme la norme duale de la norme }.} sur ER. Ainsi, pour tout
ξ P E_R , }ξ}

_ :“ maxt|ξpxq|;x P B}.}p0, 1qu.
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On dispose d’un isomorphisme de bidualité canonique E „
ÝÑ E

__
. En outre, toute

suite exacte courte admissible (1.5) détermine par dualité un diagramme

0 ÝÑ E{F
_ ti
ÝÑ E

_ tp
ÝÑ F

_
ÝÑ 0

qui s’identifie à la suite exacte courte admissible

0 ÝÑ F
K
ÝÑEÝÑE_{FK ÝÑ 0

associé au sous-module saturé

FK :“ tξ P E_ | ξ|F “ 0u

de E_. Enfin, l’application pF ÞÑ FKq met en bijection les sous-modules saturés de E
et E_.

1.3.2. Degré d’Arakelov et pente. — Plutôt que le covolume, il est souvent plus naturel
d’utiliser le degré d’Arakelov d’un réseau euclidien E, défini comme le logarithme de sa
« densité » covolpEq´1 :

(1.6) ydegE :“ ´ log covolpEq,

et, lorsque rkE ą 0, sa pente

(1.7) pµpEq :“
ydegE
rkE “ logpcovolpEq´1{rkE

q.

Par exemple, on vérifie aisément que, pour toute suite exacte courte admissible de
réseaux euclidiens (1.5), les covolumes E, F et E{F satisfont à :

(1.8) covolpEq “ covolpF q. covolpE{F q

Les degrés d’Arakelov satisfont donc à la propriété d’additivité

(1.9) ydegE “ ydegF ` ydegE{F ,

analogue à celle satisfaite par le rang :

rkE “ rkF ` rkE{F.

De même, les covolumes d’un réseau euclidien E et du réseau dual satisfont à la
relation

covolpE_q “ covolpEq´1,

que l’on peut récrire sous la forme :

ydegE_ “ ´ydegE.
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1.3.3. Formule de Poisson et séries thêta. — La notion de réseau dual joue en rôle
central en cristallographie, depuis le développement de l’étude des cristaux au moyen de
la diffraction des rayons X : les figures de diffraction produites par un cristal modélisé
par un réseau euclidien E fournissent une image du réseau dual E_ (Ewald, von Laue,
Bragg, 1912). Cela est une manifestation physique de la formule de Poisson pour le
réseau euclidien E, qui peut s’énoncer de la manière suivante pour un réseau euclidien
de rang n arbitraire E :“ pE, }.}q.

La transformation de Fourier établit un isomorphisme d’espaces vectoriels topolo-
giques

F : SpERq
„
ÝÑ SpE_R q

entre les espaces de Schwartz de ER et de son dual E_R , défini par la formule, valable
pour toute f P SpERq et tout ξ P E_R :

Fpfqpξq :“
ż

ER

fpxqe´2πiξpxqdmEpxq.

Elle se prolonge en un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques entre espaces de
distributions tempérées :

F : S 1pERq
„
ÝÑ S 1pE_R q.

La formule de Poisson affirme que les « mesures de comptage »
ř

vPE δv et
ř

ξPE_ δξ
— qui sont des distributions tempérées sur ER et sur E_R — se déduisent l’une de l’autre
par transformation de Fourier :

(1.10) Fp
ÿ

vPE

δvq “ pcovolpEqq´1
ÿ

ξPE_

δξ.

De façon équivalente, pour toute f P SpERq et tout x P ER, on a :

(1.11)
ÿ

vPE

fpx´ vq “ pcovolpEqq´1
ÿ

ξPE_

Fpfqpξqe2πiξpxq.

(Ce n’est autre que le développement en série de Fourier de la fonction E-périodique
ř

vPE fp¨ ´ vq.)
Pour tout t P R˚`, on peut appliquer (1.11) à la fonction ft P SpERq définie par

ftpxq :“ e´πt}x}
2
,

dont la transformée de Fourier est donnée par :

pFftqpξq “ t´n{2e´πt
´1}ξ}2 .

On obtient ainsi l’identité, valable pour tout x P ER :

(1.12)
ÿ

vPE

e´πt}x´v}
2
“ pcovolpEqq´1t´n{2

ÿ

ξPE_

e´πt
´1}ξ}2`2πiξpxq.

En particulier, lorsque x “ 0, la formule de Poisson (1.12) s’écrit :

(1.13) θEptq “ pcovolpEqq´1t´n{2θE_pt
´1
q,
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où la fonction thêta θE associée à un réseau euclidien E est définie, pour tout t P R˚`,
par la série :

(1.14) θEptq :“
ÿ

vPE

e´πt}v}
2
.

1.4. Les inégalités de transférence de Banaszczyk
Les énoncés reliant les invariants de géométrie des nombres attachés à un réseau et à

son réseau dual sont classiquement connus sous le nom de théorèmes de transférencep4q.
En 1993, dans son article [Ban93], Banaszczyk établit de remarquables inégalités de

transférence, concernant les minima successifs et le rayon de recouvrement :

Théorème 1.2 (Banaszczyk). — Pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0 et pour
tout i P t1, . . . , nu, on a :

(1.15) λipEq.λn`1´ipE
_
q ď n.

De plus,

(1.16) RcovpEq.λ1pE
_
q ď n{2.

Comme l’observe Banaszczyk, ces majorations sont optimales, à un terme d’erreur
multiplicatif borné uniformément en n près. Cela découle de l’existence, établie par
Conway et Thompson, d’une suite de réseaux euclidiens CTn tels que

(1.17) CT_n
„
ÝÑ CTn

et que :
λ1pCTnq ě

a

n{2πe p1` opnqq lorsque n ÝÑ `8.

(Voir [MH73], Chapter II, Theorem 9.5. Les réseaux CTn sont en fait des réseaux entiers
unimodulaires, dont l’existence découle de la « formule de masse » de Minkowski-Siegel.)
Les réseaux CTn satisfont à :

λ1pCTnq.λnpCTnq ě λ1pCTnq
2
ě pn{2πeqp1` opnqq lorsque n ÝÑ `8.

De plus, d’après (1.17), on a :
covolpCTnq “ 1

et donc, d’après (1.4) :

RcovpCTnq ě σ´1{n
n “

a

n{2πe p1` opnqq lorsque n ÝÑ `8.

Par conséquent,

λ1pCTnq.RcovpCTnq ě λ1pCTnq
2
ě pn{2πeqp1` opnqq lorsque n ÝÑ `8.

Pour établir le théorème 1.2, Banaszczyk introduit une méthode originale, fondée sur
les propriétés analytiques des séries thêta (1.14) associées aux réseaux euclidiens et sur
la formule de Poisson (1.12). Les approches antérieures aux inégalités de transférence
telles que (1.15) et (1.16) reposaient sur la théorie de la réduction et conduisaient à des

p4qOriginellement, Übertragungssätze ; voir par exemple [Cas71], Chapter XI.
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majorations par des constantes de l’ordre de n3{2 et non pas de n (voir par exemple
[LLS90]).

Le rôle des séries thêta θE associées aux réseaux entiers — les réseaux euclidiens E
dont le produit scalaire euclidien prend sur E ˆ E des valeurs dans Z — n’est plus à
souligner : les fonctions θE définissent alors des formes modulaires et, via ce type de
construction, la théorie des formes modulaires joue un rôle central dans l’étude et la
classification des réseaux entiers (on pourra consulter [Ebe13] pour une présentation
récente de ces questions et des références).

La méthode de Banaszczyk met en évidence l’importance des fonctions θE pour
l’étude fine des réseaux euclidiens généraux. Nous présentons cette méthode en sec-
tion 3.

1.5. Les théorèmes de Dadush, Regev et Stephens-Davidowitz
Au cours des dernières décennies, les réseaux euclidiens sont devenus l’objet d’im-

portants travaux en informatique théorique. Leur point de départ ont été les travaux
d’Ajtai en 1996, qui a montré comment on pouvait construire des algorithmes de chiffre-
ment à clé publique à partir de constructions mettant en jeu des réseaux euclidiens de
grande dimension, pourvu que l’on sache établir la « difficulté » de certains problèmes
naturels de théorie des réseaux.

Parmi ces problèmes figurent les suivants :
– un réseau E :“ pE, }.}q étant donné par une base de ER “ Rn muni de la norme
standard p5q }.} “ }.}st, déterminer une famille dans E de générateurs de EQ de
normes ď ancλnpEq, où a et c désignent deux réels ą 0 fixés ;

– construire, pour un point x de ER “ Rn, un point v de E tel que }x ´ v} ď

ancRcovpEq.

Ces questions de cryptographie ont donné un regain d’intérêt considérable à l’étude
des «meilleures constantes » dans les inégalités mettant en jeu les invariants des réseaux
euclidiens de dimension arbitrairement grande.

Les techniques de Banaszczyk, reposant sur les propriétés des séries thêta (1.14) et
sur la formule de Poisson (1.12), ont joué un rôle central dans les travaux suscités par
ces questions, notamment dans les travaux de D. Micciancio, O. Regev, S. Dadush et
N. Stephens-Davidowitz.

Ces trois derniers auteurs ont obtenu de remarquables résultats sur les invariants des
réseaux et sur les inégalités qui les relient dans une série de travaux récents, notamment
dans [DR16], [RSD17a] et [RSD17b]. Cet exposé a pour ambition de les présenter à des
mathématiciens non-spécialistes.

Nous n’en discuterons pas les motivations, ni les applications liées à la « lattice based
cryptography » — questions sur lesquelles l’ouvrage [MG02] et les articles d’exposition
[MR09] et [Pei16] constituent des références accessibles à tout mathématicien de bonne

p5qou de façon équivalente, avec les notations du paragraphe 2.6 infra, comme le réseau définissant le
point ιnprgsq associé à un élément g de GLnpRq.
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volonté. Nous essaierons plutôt d’expliquer comment ces résultat se comprennent natu-
rellement dans le cadre de l’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions d’une
variable.

Les résultats principaux des articles [DR16] et [RSD17b] peuvent s’énoncer de la
manière suivante :

Théorème 1.3 (Regev, Stephens-Davidowitz ; conjecture de Dadush)
Soit E :“ pE, }.}q un réseau euclidien de rang n ą 0 tel que, pour tout sous-Z-module

F non nul de E,
covolpF, }.}q ě 1.

Alors, si tpnq :“ 10plog n` 2q, on a :

(1.18) θEptpnq
´2
q :“

ÿ

vPE

e´π}v}
2{tpnq2

ď 3{2.

Théorème 1.4 (Dadush, Regev, Stephens-Davidowitz ; conjecture de Kannan–
Lovász `2)

Pour tout réseau euclidien E :“ pE, }.}q de rang n ą 0, on pose :

pµKLpEq :“ min
F“F satĹE

rpµpE{F q ´ p1{2q log rkE{F s.

On a alors :

(1.19) ´c ď pµKLpEq ´ logRpEq´1
ď cpnq,

où c désigne une constante universelle et où cpnq désigne une fonction de n telle que

cpnq “ Oplog log nq lorsque n ÝÑ `8.

Plus précisément, les majorations (1.19) sont satisfaites avec

c “ log
?

2πe et cpnq “ logr10plog n` 10q3{2s “ p3{2q log log n` op1q.

L’intérêt d’un énoncé comme le théorème 1.3 n’est sans doute pas clair au premier
regard. Formulons donc quelques commentaires à son sujet.

Tout d’abord, le théorème 1.3 est un élément essentiel de la démonstration de la
conjecture de Kannan-Lovász établie dans le théorème 1.4.

Le choix de la valeur 3{2 dans le membre de droite de (1.18) est largement arbitraire.
On pourrait y remplacer 3{2 par 1 ` ε, où ε désigne un quelconque élément de R˚`,
et l’inégalité (1.18) resterait valable avec tpnq remplacé par un certain tεpnq dans R˚`,
satisfaisant

log tεpnq “ Oplog log nq lorsque n ÝÑ `8.

De plus, pour ε ą 0 arbitraire, cette variante du théorème 1.3 permettrait d’établir le
théorème 1.4.

Soulignons enfin que, dans ce dernier théorème, la première inégalité est une consé-
quence facile de la minoration (1.4). La contribution fondamentale de Dadush, Regev
et Stephens-Davidowitz est d’établir la seconde inégalité dans (1.19) avec une constante
cpnq bornée en Oplog log nq. Dans l’article original [KL88] de Kannan et Lovász, où est
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conjecturé (entre autres) le théorème 1.3, les majorations (1.19) étaient établies avec
cpnq “ p1{2q log n. Le passage d’une majoration en log n à une majoration en log log n
— dont l’ordre de grandeur lorsque n tend vers l’infini est optimal — constitue un
progrès spectaculaire.

Nous renvoyons aux articles originaux [RSD17b] et [DR16] pour une discussion plus
approfondie des applications des théorèmes 1.3 et 1.4.

Je remercie chaleureusement Antoine Chambert-Loir, François Charles, Javier Fresán
et Vincent Lafforgue pour leurs remarques sur une première version de ce texte.

2. RÉDUCTION DES RÉSEAUX EUCLIDIENS

La théorie classique de la réduction des réseaux euclidiens a pour objet la construction
de bases remarquables des réseaux euclidiens, les bases « réduites », adaptées à la déter-
mination de leurs minima successifs (ou de ceux des réseaux duaux) et essentiellement
uniques. Il s’agit là d’un sujet notoirement technique, et nous renvoyons à [vdW56],
[RB79] Chapter IV, [LLS90] et [Lag95] Section 2 pour des présentations synthétiques
et des références.

Dans cette section, nous présentons dans un langage géométrique une version simple
d’un résultat central de cette théorie — à savoir qu’un réseau euclidien de rang n ą 0
peut être « approché » par un réseau euclidien de la forme L1‘ . . .‘Ln, où L1, . . . , Ln
désignent des réseaux euclidiens de rang 1, avec une erreur contrôlée en fonction de n,
et est donc approximativement déterminé par les n nombres réels µi :“ ydegLi.

Puisque que les minima successifs, le rayon de recouvrement, ou la pente de Kannan-
Lovász pµKL d’une telle somme directe L1 ‘ . . . ‘ Ln s’expriment aisément en termes
de pµ1, . . . , µnq, cette forme simple de la théorie de la réduction implique aussitôt des
versions grossières des inégalités (1.15), (1.16) et (1.19) dans les théorèmes 1.2 et 1.4,
où les constantes dans les membres de droite sont remplacées par des fonctions du rang
n beaucoup plus grandes.

Même si les résultats quantitatifs que permet d’atteindre la théorie classique de la
réduction sont souvent dépassés par les méthodes qui font l’objet de cet exposé, les
notions qui s’introduisent naturellement dans cette théorie continuent à jouer un rôle
central dans l’étude des réseaux euclidiens, dans la forme raffinée des pentes de Stuhler-
Grayson (cf. [HS97], et Section 5.1 infra). En outre, la théorie de la réduction reste la
voie d’accès aux énoncés classiques de compacité dans les espaces de réseaux euclidiens,
énoncés qui jouent un rôle crucial dans la démonstration du théorème 1.3.

2.1. Opérations sur les réseaux euclidiens

Les opérations de somme directe et de produit tensoriel sur les Z-modules et sur les
R-vectoriels euclidiens permettent de définir des opérations analogues sur les réseaux
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euclidiens. Ainsi, si E1 :“ pE1, }.}1q et E2 :“ pE2, }.}2q sont deux réseaux euclidiens, on
pose

E1 ‘ E2 :“ pE1 ‘ E2, }.}‘q et E1 b E2 :“ pE1 b E2, }.}bq,

où la norme euclidienne }.}‘ sur pE1 ‘ E2qR » E1,R ‘ E2,R est définie par

}x1 ‘ x2}
2
‘ :“ }x1}

2
1 ` }x2}

2
2,

et où la norme }.}b sur pE1 b E2qR » E1,R bR E2,R est caractérisée par le fait que, si
pe1αq1ďαďn1 (resp. pe2βq1ďβďn2q est une base orthonormée de l’espace euclidien pE1,R, }.}1q

(resp. de pE2,R, }.}2q), alors pe1α b e2βq1ďα,βďn1,n2 est une base orthonormée de l’espace
euclidien pE1,R bR E2,R, }.}bq.

L’inclusion canonique i : E1 ÝÑ E1 ‘E2 et la projection p : E1 ‘E2 ÝÑ E2 font du
diagramme

(2.1) 0 ÝÑ E1
i
ÝÑ E1 ‘ E2

p
ÝÑ E2 ÝÑ 0

une suite exacte courte admissiblep6q. En particulier, on a :
ydeg pE1 ‘ E2q “ ydegE1 ` ydegE2.

Pour tout t P R, on introduit le réseau euclidien de rang 1

Optq :“ pZ, }.}tq,

où }.}t désigne la norme sur ZR “ R définie par }x}t :“ e´t|x|
Il est immédiat qu’un réseau euclidien L de rang 1 est isomorphe à Optq où t :“ ydegL.

Pour tout réseau euclidien E :“ pE, }.}q, le produit tensoriel EbOptq peut être identifié
au réseau euclidien pE, e´t}.}q, déduit de E par un « changement d’échelle » e´t.

2.2. Sommes directes de réseaux de rang 1

Les invariants des réseaux euclidiens sommes directs de réseaux de rang 1 s’évaluent
facilement. Considérons en effet

E :“
n
à

i“1
Optiq,

où n est un entier ą 0 et où t1 ě ¨ ¨ ¨ ě tn sont des réels en ordre décroissant. On vérifie
aisément que

ydegE “ t1 ` . . .` tn et pµpEq “
t1 ` . . .` tn

n
,

(2.2) λipEq “ e´ti pour tout i P t1, . . . , nu,

p6qOn prendra garde que, en général, une suite exacte courte admissible de réseaux euclidiens n’est pas
isomorphe à une telle suite exacte : l’obstruction à ce que la suite exacte courte admissible (1.5) soit
scindée, c’est-à-dire isomorphe à une suite exacte courte admissible de la forme (2.1), est un élément
d’un groupe d’extensions associé aux réseaux E et E{F dont les propriétés sont étroitement liées à la
théorie de la réduction ; voir [BK10].
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et

RcovpEq “ p1{2qp
n
ÿ

i“1
e´2tiq1{2.

En particulier,
RcovpEq P rp1{2qe´tn , p

?
n{2qe´tns.

Par ailleurs,

E
_
»

n
à

i“1
Op´tiq.

Par suite :
λipE

_
q “ etn`1´i pour tout i P t1, . . . , nu.

2.3. Isomorphismes non-isométriques et invariants des réseaux euclidiens

Soient E :“ pE, }.}q et E 1 :“ pE 1, }.}1q deux réseaux euclidiens de même rang n

et soit ϕ : E „
ÝÑ E 1 un isomorphisme des réseaux sous-jacents. L’application ϕR :“

ϕbIdR : ER ÝÑ E 1R est un isomorphisme de R-vectoriels, mais n’est pas nécessairement
isométrique. Le « défaut d’isométrie » de ϕR est contrôlé par les normes d’opérateurs
}ϕR} et }ϕ´1

R } définies au moyen des normes }.} et }.}1 sur ER et E 1R, et l’on vérifie
aisément que le covolume, les minima successifs ou le rayon de recouvrement de E et
E
1 peuvent se comparer en termes de ces normes :

}ϕ´1
R }

´n
ď

covolpE 1q
covolpEq

“ }ΛnϕR} ď }ϕR}
n,

}ϕ´1
R }

´1
ď
λipE

1
q

λipEq
ď }ϕR} pour tout i P t1, . . . , nu,

}ϕ´1
R }

´1
ď
RcovpE

1
q

RcovpEq
ď }ϕR}.

On peut reformuler ces relations comme suit :

Proposition 2.1. — Si ψ désigne l’un des invariants pµ, log λ´1
i , or logR´1

cov, on a :

(2.3) ´ log }ϕR} ď ψpE
1
q ´ ψpEq ď log }ϕ´1

R }.

En particulier, pour tout λ P R,

(2.4) ψpE bOpλqq “ ψpEq ` λ.
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2.4. Théorie de la réduction

Théorème 2.2. — Pour tout entier n ą 0, il existe Dpnq P R˚` tel que, pour tout
réseau euclidien E :“ pE, }.}q, il existe une Z-base pv1, . . . , vnq de E telle que

(2.5)
n
ź

i“1
}vi} ď Dpnq covolE.

On peut prendre en fait :

(2.6) Dpnq “ p4{3qnpn´1q{2.

On remarquera que, avec les notations du théorème 2.2, il vient aussitôt :

λ1pEq ď p
n
ź

i“1
}vi}q

1{n
ď Dpnq1{n covolE1{n

.

On a ainsi retrouvé l’inégalité de Hermite (1.1), avec

Cpnq “ Dpnq1{n “ p4{3qpn´1q{2.

Démonstration. — Le théorème se démontre par récurrence sur l’entier n.
Soit donc E un réseau euclidien de rang n ą 0. Chosissons un élément s P E tel que

}s} “ λ1pEq. Le sous-module Zs est alors saturé dans E.
Si n “ 1, alors E “ Zs. Ainsi

covolpEq “ λ1pEq

et la majoration (2.5) est satisfaite par v1 :“ s et Dp1q “ 1.
Si n ą 1, on peut considérer le réseau euclidien quotient E{Zs :“ pE{Zs, }.}quotq, de

rang n´ 1. Par récurrence, il existe une base pw1, . . . , wn´1q de E{Zs telle que

(2.7)
n´1
ź

i“1
}wi}quot ď Dpn´ 1q covolE{Zs.

Si, pour tout i P t0, . . . , n´ 1u, on choisit un élément vi dans la préimage p´1pwiq de wi
par l’application quotient p : E ÝÑ E{Zs et si l’on pose vn :“ s, alors pv1, . . . , vnq est
une base de E. De plus, pour i P t0, . . . , n´ 1u, on peut choisir pour vi un élément de
p´1pwiq de norme minimale. On a alors :

(2.8) }vi} ď }vi ´ s} et }vi} ď }vi ` s}.

Par ailleurs, on a :

(2.9) }vi} ě λ1pEq “ }s}.

Soit vKi l’élément de p´1
R pwiq orthogonal à s. Par définition de }.}quot, on a :

(2.10) }vKi } “ }wi}quot.

De plus, on peut écrire :
vi “ vKi ` ηis
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avec ηi P R ; on a alors :
}vi}

2
“ }vKi }

2
` η2

i }s}
2.

D’après (2.8), on a |ηi| ď 1{2. On en déduit :

}vi}
2
ď }vKi }

2
` p1{4q}s}2,

puis, compte tenu de (2.9) et (2.10),

(2.11) }vi}
2
ď p4{3q}wi}2quot.

Les majorations (2.11) et (2.7), jointes à la multiplicativité du covolume (1.8)
montrent que :

n
ź

i“1
}vi} ď p4{3qpn´1q{2

n´1
ź

i“1
}wi}quot.}s}

ď p4{3qpn´1q{2Dpn´ 1q covolpE{Zsq. covolpZsq
“ p4{3qpn´1q{2Dpn´ 1q covolpEq.

Cela établit l’existence d’une base pv1, . . . , vnq de E satisfaisant à l’inégalité (2.5)
avec Dpnq “ p4{3qpn´1q{2Dpn´ 1q, puis avec Dpnq donné par (2.6).

On remarquera que la démonstration précédente fournit un algorithmep7q pour
construire la base pv1, . . . , vnq : les bases produites par cet algorithme sont dites
réduites au sens de Korkin-Zolotarev (voir par exemple [LLS90]).

2.5. Théorie de la réduction et inégalités de transférence

Il est commode, dans les applications, de combiner le théorème 2.2 avec les observa-
tions suivantes.

Soit E un réseau euclidien de rang n ą 0 et soient L1, . . . , Ln des sous-Z-modules de
rang 1 de E dont E soit la somme directe. Considérons l’application somme :

Σ : L1 ‘ . . .‘ Ln
„
ÝÑ E

et le réseau euclidien L1 ‘ . . .‘ Ln. On peut considérer les normes d’opérateurs }ΣR},
}ΛnΣR} et }Σ´1

R } définies à partir des structures euclidiennes sur L1 ‘ . . . ‘ Ln et E.
Enfin, on peut poser :

δpE;L1, . . . , Lnq :“ pµpEq ´
1
n

n
ÿ

i“1

ydegLi(2.12)

“ pµpEq ´ pµpL1 ‘ . . .‘ Lnq.(2.13)

p7qpourvu que l’on dispose d’algorithmes pour déterminer les vecteurs de plus petite norme non nulle
d’un réseau euclidien, etc.
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Proposition 2.3. — Avec les notations précédentes, on a :

(2.14) δpE;L1, . . . , Lnq “ ´
1
n

log }ΛnΣR} ě 0,

(2.15) log }ΣR} ď p1{2q log n,

et

(2.16) log }Σ´1
R } ď

n´ 1
2 log n` nδpE;L1, . . . , Lnq.

Démonstration. — Les inégalités (2.14) et (2.15) découlent aisément des définitions.
On en déduit (2.16) grâce aux « formules de Cramer » pour Σ´1, qui identifient Σ´1 à
Λn´1Σb pΛnΣq´1 et montrent que :

log }Σ´1
R } “ log }Λn´1ΣR} ´ log }ΛnΣR}

ď pn´ 1q log }ΣR} ` nδpE;L1, . . . , Lnq.

Avec les notations du théorème 2.2, on peut poser Li :“ Zvi, pour 1 ď i ď n. On a
alors :

nδpE;L1, . . . , Lnq “ ´ log covolE `
n
ÿ

i“1
log }vi} ď logDpnq.

En appliquant la proposition (2.3) à ϕ “ Σ, on obtient que, si ψ désigne l’un des
invariants log λ´1

i ou logR´1
cov, on a alors :

(2.17) ´
n´ 1

2 log n´ logDpnq ď ψp
n
à

i“1
Zviq ´ ψpEq ď p1{2q log n.

On peut également appliquer la proposition (2.3) à l’isomorphisme :
tΣ : E_ „

ÝÑ
à

L_i ,

et on obtient ainsi :

(2.18) ´p1{2q log n ď ψp
n
à

i“1
Zvi

_
q ´ ψpE

_
q ď

n´ 1
2 log n` logDpnq.

Les calculs du paragraphe 2.2 permettent d’exprimer les invariants des réseaux eu-
clidiens

Àn
i“1 Zvi et

Àn
i“1 Zvi

_ en termes de la suite ptiq1ďiďn :“ plog }vi}´1qiďiďn, où
les }vi} sont ordonnés par ordre croissant. Combinés avec les majorations précédentes,
ils conduisent à des inégalités de transférence comparant les invariants de E et de E_,
où toutefois les constantes dépendant de n sont excessivement grandes.

Par exemple, en appliquant (2.17) avec ψ “ logR´1
cov et (2.18) avec ψ “ log λ´1

1 , on
obtient l’inégalité :

|logRcovpEq ` log λ1pE
_
q| ď Epnq,

avec
Epnq “

n` 1
2 log n`Dpnq “ Opn2

q.
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2.6. Les espaces Rn et R0
n

On vérifie aisément que, pour tout entier naturel n, les classes d’isomorphismes de
réseaux euclidiens de rang n constituent un ensemble et que l’on définit une bijection

ιn : GLnpZqzGLnpRq{OnpRq „
ÝÑ Rn

en envoyant la (double) classe rgs d’un élément g de GLnpRq sur le réseau euclidien
pRn, }.}st, g

´1Znq, défini par le R-vectoriel V “ Rn muni de la norme euclidienne stan-
dard }.}st (définie par }px1, . . . , xnq}

2
st :“ x2

1` . . . x
2
n) et du réseau Λ :“ g´1Zn. Ce réseau

euclidien est isomorphe, via g, à pRn, }g´1.}st,Znq, et l’on a donc :

ιnprgsq :“ rpRn, }.}st, g
´1Znqs “ rpRn, }g´1.}st,Znqs.

Si Sym`
n désigne l’ouvert des matrices symétriques définies positives dans MnpRq, on

dispose d’un difféomorphisme entre variétés R-analytiques
GLnpRq{OnpRq „

ÝÑ Sym`
n

g ÞÝÑ g.tg.

Ainsi Rn s’identifie au quotient GLnpZqzSym`
n par l’action du sous-groupe GLnpZq de

GLnpRq, qui agit à gauche sur l’espace Sym`
n des formes quadratiques définies positives

sur Rn par le « changement de variables » qui envoie pγ, hq P GLnpZq ˆ Sym`
n sur

tγ´1hγ´1.

Rappelons que l’action de GLnpZq sur Sym`
n est propre et que, après restriction à un

sous-groupe d’indice fini assez petit, elle est libre. On munira Rn » GLnpZqzSym`
n de la

topologie quotient de la topologie usuelle de Sym`
n vu comme ouvert du R-vectoriel des

matrices symétriques. C’est un espace localement compact. Davantage, c’est le quotient
d’une variété analytique réelle par un groupe fini d’automorphisme ; en tant que tel, Rn

possède une structure naturelle « d’orbifold » . Dans la pratique, cela signifie que l’on
peut grosso modo travailler sur Rn comme sur une variété différentiable, et faire comme
si l’application quotient p : Sym`

n ÝÑ Rn était un revêtement : les fonctions C8 sur
un ouvert U de Rn s’identifient aux fonctions C8 sur l’ouvert p´1pUq qui sont GLnpZq-
invariantes, etc.

Le degré d’Arakelov des réseaux euclidiens définit une application analytique réelle :
ydeg : Rn ÝÑ R.

On pose :
R0
n :“ ydeg ´1

p0q.
C’est une hypersurface lisse de Rn, et l’on dispose d’un isomorphisme analytique réel :

R0
n ˆ R „

ÝÑ Rn

prEs, λq ÞÝÑ rE bOpλqs.

Une partie de Rn est compacte si et seulement si c’est l’image ppKq d’une partie
compacte de Sym`

n . Cette observation, jointe au théorème 2.2 et à la proposition 2.3,
conduit au critère de compacité suivant :
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Théorème 2.4 (Critère de Mahler). — Soit n un entier ą 0. Une partie A de Rn

est relativement compacte si et seulement s’il existe α et β dans R˚` tel que, pour tout
élément rEs de A,

covolpEq ď α et λ1pEq ě β.

On peut résumer le théorème d’Hermite 1.1 et le critère de Mahler 2.4 dans l’assertion
suivante : la fonction continue λ´1

1 : R0
n ÝÑ R` est une fonction d’exhaustion, c’est-

à-dire une application propre de l’espace topologique R0
n vers R`.

Une contribution majeure à l’étude des espaces Rn, de la fonction λ1 et des constantes
de Hermite γn “ maxR0

n
λ2

1 est due à Voronoi. Dans son mémoire [Vor08a], il étudie
notamment les réseaux euclidiens parfaits, à savoir les réseaux euclidiens E tels que
l’image de

tv P E | }v}E “ λ1pEqu

par l’application px ÞÑ xb2q soit une partie génératrice du R-vectoriel S2ER. Non seule-
ment les réseaux euclidiens parfaits contiennent les réseaux euclidiens extrêmes, qui
correspondent aux points de R0

n où la fonction λ1 atteint un maximum local, mais ils
permettent à Voronoi de construire par dualité une remarquable décomposition cellu-
laire de Rn, qui peut apparaître comme une forme raffinée de la théorie de la réduction
(voir [RB79], [Mar03] et [Sch09] pour des expositions modernes de ces constructions).

Dans son second mémoire ([Vor08b] et [Vor09]), il étudie une autre décomposition
de R0

n, associée à la combinatoire des domaines de Voronoi des réseaux euclidiens :
si E :“ pE, }.}q est un réseau euclidien, son domaine de Voronoi est défini comme le
polytope convexe symétrique :

VpEq :“ tx P ER | @e P E, }x} ď }x´ e}u,

formé des points x de ER tels que l’origine appartienne à l’ensemble (fini) des points
de E minimisant la distance de x à E dans l’espace euclidien pER, }.}q.

La notion de domaine de Voronoi est bien naturelle, et apparaît dès les premiers
travaux mathématiques sur les réseaux euclidiens : ainsi les domaines de Voronoi appa-
raissent encore dans la littérature sous le nom de domaine de Dirichlet. Ils jouent aussi
un rôle central en cristallographie et en physique du solide, domaines où ils apparaissent
sous le nom de première zone de Brillouin ou de cellule de Wigner-Seitz. Ils jouent aussi
un rôle fondamental dans la preuve des théorèmes 1.3 et1.4.

La profondeur et la quantité des résultats présentés dans les mémoires de Voronoi ont
fait qu’ils sont restés longtemps mal étudiés, tout particulièrement le second. L’interface
entre l’étude à la Voronoi des espaces R0

n et des invariants classiques des réseaux et
l’étude de leurs invariants définis à l’aide de séries thêta, qui font l’objet de cet exposé,
apparaît comme un champ d’investigation fascinant.
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3. LES INÉGALITÉS DE BANASZCZYK

Dans cette section, logiquement indépendante de la précédente, nous présentons la
méthode introduite par Banaszczyk dans son article fondateur [Ban93] pour établir les
inégalités de transférence optimales énoncées dans le théorème 1.2. Nous nous concen-
trerons sur la seconde inégalité (1.16) ; la démonstration des inégalités (1.15) utilise
des arguments similaires à ceux qui conduisent à (1.16), et nous renvoyons à [Ban93],
p. 631–632, pour les détails. Signalons aussi que Banaszczyk a appliqué ce type de
technique à des questions voisines dans les articles [Ban95] et [Ban96].

3.1. Les majorations clés

Soit E :“ pE, }.}q un réseau euclidien de rang n ą 0.
Sa fonction thêta θE est clairement une fonction décroissante. Il en va de même

de θE_ et l’équation fonctionelle (1.13) reliant θE et θE_ montre donc que tn{2θEptq est
une fonction croissante de t P R˚`.

Par ailleurs, la formule de Poisson (1.12) montre que, pour tout x P ER et tout t P R`,
on a :

(3.1)
ÿ

vPE

e´πt}x´v}
2
ď

ÿ

vPE

e´πt}v}
2
,

avec égalité si et seulement si x P E.
Le point de départ de la méthode de Banaszczyk est la majoration suivante, qui

découle aisément des observations qui précédent :

Lemme 3.1. — Pour tout x P ER, tout r P R` et tout t Ps0, 1s, on a :

(3.2)
ÿ

vPE,}v´x}ěr

e´π}v´x}
2
ď t´n{2e´πp1´tqr

2 ÿ

vPE

e´π}v}
2
.

Démonstration. — Il vient :
ÿ

vPE,}v´x}ěr

e´π}v´x}
2
“

ÿ

vPE,}v´x}ěr

e´πp1´tq}v´x}
2
e´πt}v´x}

2

ď e´πp1´tqr
2 ÿ

vPE,}v´x}ěr

e´πt}v´x}
2

ď e´πp1´tqr
2 ÿ

vPE

e´πt}v}
2(3.3)

ď e´πp1´tqr
2
t´n{2

ÿ

vPE

e´π}v}
2
.(3.4)

En effet, la majoration (3.3) découle de (3.1), et (3.4) de l’inégalité tn{2θEptq ď θEp1q.
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Compte tenu de (3.1), la majoration (3.2) n’a d’intérêt que pour les valeurs de r telles
que

inf
tPs0,1s

t´n{2e´πp1´tqr
2
ă 1.

Un calcul élémentaire montre que cette inégalité est satisfaite précisément lorsque r ą
a

n{2π, puis que, lorsque cela a lieu, si l’on pose r “
a

n{2π r̃ avec r̃ Ps1,`8r, alors
le minimum de t´n{2e´πp1´tqr2 sur s0, 1s est atteint en t “ tmin :“ r̃´2 et prend comme
valeur :

t
´n{2
min e´πp1´tminqr2

“ rr̃e´p1{2qpr̃
2´1q

s
n.

Ces considérations montrent que le lemme 3.1 peut se reformuler comme la proposi-
tion suivante, mieux adaptée aux applications, où l’on a posé :

(3.5) βpr̃q :“ r̃e´p1{2qpr̃
2´1q.

Proposition 3.2. — Soit E un réseau euclidien de rang n ą 0 et soit x un élément
de ER. Pour tout r̃ P r1,`8r, si l’on pose

r “

c

n

2π r̃,

alors on a :

(3.6)
ÿ

vPE,}v´x}ěr

e´π}v´x}
2
ď βpr̃qn

ÿ

vPE

e´π}v}
2
.

On observera que l’on définit par la formule (3.5) un homéomorphisme décroissant :

β : r1,`8r „ÝÑs0, 1s.

On remarquera aussi que la formule de Poisson (1.12) implique les identités :
ÿ

vPE

e´π}x´v}
2
`

ÿ

vPE

e´π}v}
2
“ pcovolEq´1

ÿ

ξPE_

e´π}ξ}
2
r1` cosp2πξpxqqs

“ 2pcovolEq´1
ÿ

ξPE_

e´π}ξ}
2 cos2

pπξpxqq,

On en déduit :

Proposition 3.3. — Pour tout réseau euclidien E et tout point x P ER, on a :

(3.7)
ÿ

vPE

e´π}x´v}
2
`

ÿ

vPE

e´π}v}
2
ě 2pcovolEq´1.
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3.2. Démonstration de l’inégalité (1.16)

Commençons par énoncer deux corollaires des propositions 3.2 et 3.3.
En appliquant la proposition 3.2 avec x “ 0 et r “ λ1pEq, on obtient :

Corollaire 3.4. — Soit E un réseau euclidien de rang n ą 0 et de premier minimum
λ1pEq ą

a

n{2π.
Si l’on définit λ̃ Ps1,`8r par l’égalité λ1pEq “

a

n{2πλ̃, alors on a :

(3.8) θEp1q :“
ÿ

vPE

e´π}v}
2
ď p1´ βpλ̃qnq´1.

Par ailleurs, par définition même de RcovpEq, il existe x P ER tel que }v ´ x} ě ρpEq

pour tout v dans E. Si l’on applique la proposition 3.2 à un tel point x et à r “ RcovpEq,

on obtient la première assertion du corollaire suivant :

Corollaire 3.5. — Soit E un réseau euclidien de rang n ą 0 et de rayon de recou-
vrement RcovpEq ě

a

n{2π. On définit R̃ P r1,`8r par l’égalité RcovpEq “
a

n{2πR̃,
Il existe x P ER tel que

(3.9)

ÿ

vPE

e´π}v´x}
2

ÿ

vPE

e´π}v}
2 ď βpR̃qn.

Par conséquent,

(3.10) βpR̃qn ě 2θE_p1q
´1
´ 1.

Pour établir (3.10), il suffit d’observer que, d’après la proposition 3.3, le membre de
gauche de l’inégalité (3.9) est minoré par 2 covolpEq´1θEp1q´1 ´ 1, puis de faire appel
à l’équation fonctionnelle (1.13) reliant θE et θE_ , qui montre que :

θEp1q “ pcovolpEqq´1 θE_p1q.

Nous sommes maintenant à même de démontrer l’inégalité de transférence (1.16) :

RcovpEq.λ1pE
_
q ď n{2.

Soit donc E un réseau euclidien de rang n ą 0 et définissons R̃ et λ̃_ par les égalités

RcovpEq “
a

n{2π R̃ et λ1pE
_
q “

a

n{2π λ̃_.

Lemme 3.6. — Lorsque minpλ̃_, R̃q ą 1, on a :

(3.11) βpR̃qn ` 2βpλ̃_qn ě 1.

Démonstration. — Le corollaire 3.4, appliqué à E_, montre que :

(3.12) 1´ βpλ̃_qn ď θE_p1q
´1.

La majoration (3.11) découle des inégalités (3.10) et (3.12).
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Pour tout entier n ą 0, posons :
tn :“ β´1

p3´1{n
q Ps1,`8r.

Un calcul élémentaire montre que
tn ď 1`

a

plog 3q{n
et que

tn “ 1`
a

plog 3q{n`Op1{nq lorsque n ÝÑ `8.

À partir du lemme 3.6, on dérive une version plus précise de l’inégalité de Banaszczyk
(1.16) :

Proposition 3.7. — Pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0, on a :

(3.13) RcovpEq.λ1pE
_
q ď t2nn{2π.

En fait, pour n ě 3, tn ď t3 “ 1, 605... ă
?
π “ 1, 772... et donc t2nn{2π ă n{2.

Ainsi l’inégalité (3.13) implique (1.16) lorsque n ě 3. Lorsque n “ 1, (1.16) est triviale,
et lorsque n “ 2, elle découle de considérations élémentaires sur les bases réduites des
réseaux euclidiens dans le plan.

Démonstration de la proposition 3.7. — Supposons d’abord que
(3.14) RcovpEq “ λ1pE

_
q “: t.

D’après le lemme 3.6, si t ą 1, alors βptq ě 3´1{n et donc t ď tn. Comme tn ą 1,
cette majoration est encore vrai lorsque t ď 1. L’inégalité (3.13) en découle aussitôt.

La validité de (3.13) en général découle de sa validité sous l’hypothèse (3.14). En
effet, lorsque l’on remplace le réseau euclidien E par E bOpδq avec δ P R (c’est-à-dire
lorsque l’on multiplie la norme euclidienne définissant E par le facteur e´δ), le produit
RcovpEq.λ1pE

_
q reste inchangé, alors, que par un choix convenable de δ, la condition

(3.14) est satisfaite par E b Opδq. (Cela découle aussitôt de (2.4) avec ψ “ log λ´1
1 et

ψ “ logR´1
cov.)

4. FIBRÉS VECTORIELS SUR LES COURBES : FILTRATIONS DE
HARDER-NARASIMHAN ET PENTES

Dans cette section, nous rappelons divers résultats classiques concernant les fibrés vec-
toriels sur les courbes algébriques. Ces résultats jouent un rôle central dans l’étude des
espaces de modules classifiant ces fibrés vectoriels, et l’on pourra se reporter à [VLP85]
pour une présentation synthétique et des références sur ce sujet. Nous présentons ici
ces résultats en tant que « modèles » pour l’étude des réseaux euclidiens dans la suite
de cet exposé. Notamment les propositions 4.1 et 4.2 ont été formulées explicitement
parce qu’elles apparaîtront comme les analogues géométriques du théorème 1.3.

Soit C une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur un corps k. On
notera K :“ kpCq le corps des fonctions rationnelles sur C.
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Un fibré vectoriel E sur C est un faisceau cohérent localement libre sur C. Tout
sous-faisceau cohérent F de E est encore un fibré vectoriel sur C. On dira que F est
un sous-fibré vectoriel de E lorsque le faisceau quotient E{F est sans torsion, et définit
donc un fibré vectoriel.

La fibre EK de E au point générique de C — à savoir, l’espace des sections rationnelles
de E sur C — est un K-vectoriel de dimension finie. Si F est un sous-faisceau cohérent
de E, FK est un sous-K-vectoriel de EK , et cette construction met en bijection les
sous-fibrés vectoriels de E et les sous-K-vectoriels de EK .

On dispose d’opérations tensorielles sur les fibrés vectoriels : si E est un fibré vectoriel
sur C, on peut définir le fibré dual E_ et, pour tout n P N, la puissance tensorielle Ebn
et extérieure

ŹnE ; à deux fibrés vectoriels E et F sur C, on peut associer leur produit
tensoriel E b F et le fibré vectoriel HompE,F q » E_ b F.

4.1. Invariants des fibrés vectoriels

À un fibré vectoriel E sur C sont associés les invariants suivants :
– son rang

rkE :“ dimK EK P N;
– son degrép8q

degE P Z.
– lorsque rkE ą 0, sa pente :

µpEq :“ degE
rkE P Q.

Ces invariants satisfont aux propriétés suivantes :
(i) Pour tout fibré vectoriel E sur C et tout sous-fibré vectoriel F de E,

(4.1) degE “ degF ` degE{F ;

(ii) Si E est un fibré vectoriel de rang ą 0 et L un fibré en droites sur C, on a :

µpE b Lq “ µpEq ` degL.

Plus généralement, si E et F sont deux fibrés vectoriels de rang ą 0 sur C, on a :

µpE b F q “ µpEq ` µpF q.

(iii) Si ϕ : E ÝÑ E 1 est un morphisme de faisceaux de OC-modules entre deux fibrés
vectoriels qui est un isomorphisme au point générique :

ϕK : EK „
ÝÑ E 1K ,

p8qRappelons que, lorsque E est de rang 1 (un fibré en droites), donc isomorphe au faisceau OCpDq

associé au diviseur D “
ř

iPI niPi d’une section rationnelle non-nulle de E (défini par une famille
pPiqiPI de points fermés de C, affectés de multiplicités pniqiPI P ZI), on a : degE “ deg OCpDq “

degD :“
ř

iPI nirκpPiq : ks. Pour un fibré E de rang quelconque, on se ramène aux fibrés en droites
en considérant sa puissance extérieure maximale : degE :“ deg

ŹrkE
E.
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alors
degE ď degE 1,

et l’égalité a lieu si et seulement si ϕ est un isomorphisme.
En particulier, pour tout sous-faisceau cohérent F de E, on a

degF ď degF sat,

avec égalité si et seulement si F est un sous-fibré vectoriel de E.
(iv) Soient F1 et F2 deux sous-faisceaux cohérents d’un fibré vectoriel E sur C. On

peut alors considérer les sous-faisceaux cohérents F1 X F2 et F1 ` F2 de F et l’on a :

(4.2) degpF1 X F2q ` degpF1 ` F2q “ degF1 ` degF2.

Si de plus F1 et F2 sont saturés dans E, le faisceau F1 X F2 l’est aussi (mais pas
nécessairement F1 ` F2) et l’on a :

(4.3) degpF1 X F2q ` degpF1 ` F2q
sat
ě degF1 ` degF2.

(v) Pour tout fibré vectoriel E sur C, il existe cpEq dans R tel que, pour tout sous-
faisceau cohérent F de E,

degF ď cpEq.

(vi) Pour tout fibré vectoriel E sur C, de fibré vectoriel dual E_ :“ HompE,OCq,
on a :

degE_ “ ´ degE.
De plus, si F désigne un sous-fibré vectoriel de E et si FK Ă E_ est l’annulateur de F
dans E_, on dispose d’un isomorphisme canonique :

FK
„
ÝÑ pE{F q_;

on en déduit :

(4.4) degFK “ degF ´ degE.

4.2. Filtration canonique et pentes d’un fibré vectoriel
On dit qu’un fibré vectoriel E de rang non nul est semi-stable lorsque, pour tout

sous-fibré vectoriel (ou, de façon équivalente, pour tout sous-faisceau) non nul F de E,
on a :

µpF q ď µpEq.

Harder et Narasimhan ont montré que les propriétés (i) à (v) du degré permettent
d’attacher à tout fibré vectoriel E sur C de rang non nul une filtration canonique — la
filtration de Harder-Narasimhan — de E,

E0 “ 0 Ĺ E1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ EN “ E.

C’est l’unique filtration de longueur N P Ną0, par des sous-fibrés vectoriels Ei de E tels
que les quotients Ei{Ei´1 soient semi-stables, de pentes strictement décroissantes :

(4.5) µpE1q ą µpE2{E1q ą . . . ą µpEN{EN´1q.
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(Voir [HN75] ; cette construction est étroitement liée à la théorie de la réduction sur
les corps de fonctions développée par Harder dans [Har69]. Tjurin avait introduit une
construction analogue dans [Tju66].)

Nous rappelons dans l’appendice A la construction de ces filtrations canoniques,
dans un cadre formel général, concernant un ensemble ordonné muni d’une fonction
« rang » r et d’une fonction « degré » d idoines. On retrouve la construction de [HN75]
en appliquant cette construction générale à l’ensemble ordonné pEpEq,Ďq des sous-
faisceaux cohérents de E munis de l’inclusion, et aux fonctions r :“ rk et d :“ deg. On
la retrouve également en appliquant le formalisme des pentes au sous-ensemble EstpEq

de EpEq défini par les sous-fibrés vectoriels de E. Les hypothèses (2) et (3) de sous-
additivité et de finitude sur lesquelles s’appuie la construction générale de l’appendice
sont satisfaites ici d’après les points (iv) et (v) du paragraphe précédent.

En utilisant l’additivité (4.1) du degré dans les suites exactes courtes, on vérifie
que la filtration de Harder-Narasimhan peut aussi se décrire, comme ci-dessus, en
terme des sous-quotients Ei{Ei´1 : et que les pentes successives du polygone canonique
de E, construit comme dans l’appendice A en termes de l’envoppe convexe des points
prkF, degF q associés aux sous-fibrés vectoriels F de E, sont précisément les pentes
(4.5). En particulier, la fonction P de r0, rkEs vers R associée par la construction de
l’appendice A à pEpEq,Ă, rk , degq — son graphe est le polygone canonique de E — est
affine sur chaque intervalle rrkEi, rkEi´1s (i P t1, . . . , Nu) et satisfait

P prkEiq “ degEi pour tout i P t0, . . . , Nu.

On observera que E est semi-stable précisément lorsque sa filtration de Harder-
Narasimhan est triviale (N “ 1), ou encore lorsque son polygone canonique est un
segment de droite. En outre, on vérifie aisément que

µmaxpEq :“ µpE1q “ max
0‰FĂE

µpF q,

µminpEq :“ µpEN{EN´1q “ min
F“F satĹE

µpE{F q,

et que, si L est un fibré en droites sur C,

µmaxpE b Lq “ µmaxpEq ` degL,

µminpE b Lq “ µminpEq ` degL.

Enfin, comme l’application pF ÞÝÑ FKq établit une bijection entre sous-fibrés vec-
toriels de E et sous-fibrés vectoriels de E_, l’égalité (4.4) montre que, pour tout
x P r0, rkEs, on a :

(4.6) PE_pxq “ PEprkE ´ xq ´ degE.

En particulier, les pentes de E_ sont les opposés des pentes de E ; notamment :

µminpEq “ ´µmaxpE
_
q.
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4.3. Groupes de cohomologie et pentes

Si E est un fibré vectoriel sur C, les groupes de cohomologie H ipC,Eq sont des
k-vectoriels de dimension finie, nuls si i ą 1. On pose :

hipC,Eq :“ dimkH
i
pC,Eq.

Si ωC :“ Ω1
C{k désigne le fibré en droite canonique de C, on dispose des isomorphismes

de dualité de Serre

H i
pC,Eq » HomkpH

1´i
pC,E_ b ωCq, kq

et donc des égalités de dimension :

(4.7) hipC,Eq “ h1´i
pC,E_ b ωCq.

Si g désigne le genre de C, défini comme g :“ h1pC,OCq, la caractéristique d’Euler-
Poincaré de E est donnée par la formule de Riemann-Roch :

χpC,Eq :“ h0
pC,Eq ´ h1

pC,Eq

“ h0
pC,Eq ´ h0

pC,E_ b ωCq “ degE ` rkE p1´ gq.(4.8)

La formule de Riemann-Roch implique notamment la minoration (inégalité de Rie-
mann) :

(4.9) h0
pC,Eq ě degE ` rkE p1´ gq.

En particulier, si E est non nul et si µpEq ` 1 ´ g ą 0, alors H0pC,Eq ‰ t0u. On en
déduit aussitôt que si E est un fibré vectoriel non nul sur C tel que µmaxpEq ą g ´ 1,
alors H0pC,Eq ‰ t0u.

Inversement, si H0pC,Eq ‰ t0u, c’est-à-dire s’il existe un morphisme injectif de
faisceaux de OC-modules s : OC ÝÑ E, on a alors : µmaxpEq ě µpOCq “ 0.

Supposons maintenant que C est muni d’un diviseur D de degré 1p9q. Pour tout n P Z,
nous pouvons considérer le fibré vectoriel

EpnDq :“ E bOCpnDq.

Il satisfait à
µmaxpEpnDqq “ µmaxpEq ` n.

Les observations précédentes, appliquées aux fibrés vectoriels EpnDq, impliquent aus-
sitôt :

Proposition 4.1. — Pour tout fibré vectoriel E de rang non nul sur C, il existe un
entier s0pEq tel que, pour tout k P Z,

H0
pC,Ep´kDqq “ t0u ðñ k ą s0

pEq.

p9qUn tel diviseur existe notamment lorsque le corps k est algébriquement clos (il suffit alors de prendre
pour D le diviseur défini par un point de Cpkq) et lorsque k est fini.
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De plus,

(4.10) µmaxpEq ´ g ď s0
pEq ď µmaxpEq.

On en déduit, par dualité de Serre :

Proposition 4.2. — Pour tout fibré vectoriel E de rang non nul sur C, il existe un
entier s1pEq tel que, pour tout k P Z,

H1
pC,EpkDqq “ t0u ðñ k ą s1

pEq.

On a :
s1
pEq “ s0

pE_ b ωCq

et
´µminpEq ` g ´ 2 ď s1

pEq ď ´µminpEq ` 2g ´ 2.

On observera que, d’après la formule de Riemann-Roch, pour tout entier k ą s1pEq,

on a :

(4.11) h0
pC,EpkDqq “ rkEpk ` 1´ gq ` degE.

En outre, pour tout k P Z,

s0
pEpkDqq “ s0

pEq ` k et s1
pEpkDqq “ s1

pEq ´ k.

5. L’ANALOGIE ENTRE RÉSEAUX EUCLIDIENS ET FIBRÉS
VECTORIELS SUR LES COURBES

L’un des avatars de l’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions algé-
briques d’une variable est l’analogie entre réseaux euclidiens et fibrés vectoriels sur une
courbe C, projective, lisse et géométriquement irréductible sur un corps k.

Dans cette analogie, le corps Q tient la place du corps K :“ kpCq, et l’ensemble
des places de Q (qui s’identifie à la réunion disjointe des points fermés de SpecZ —
autrement dit, des nombres premiers — et de la place archimédienne de Q, définie par
la valeur absolue usuelle) tient le rôle de l’ensemble des points fermés de C.

En particulier, le Q-vectoriel EQ associé à un réseau euclidien E tient la place de
la fibre EK d’un fibré vectoriel E au point générique de C ; les réseaux euclidiens F
associés à des sous-Z-modules F de E (resp. à des sous-Z-modules saturés) jouent le
rôle des sous-faisceaux cohérents (resp. des sous-fibrés vectoriels) de E, et les suites
exactes courtes admissibles de réseaux euclidiens (1.5) celui des suites exactes courtes
de fibrés vectoriels sur C.

Sous une forme parfois vague, ces analogies sont très anciennes (voir par exemple
[Wei39] et [Eic66], Chapter I). Il est remarquable qu’elles puissent être étendue dans
diverses directions, et, dans cette section, nous décrivons comment les diverses construc-
tions discutées dans la section 4 admettent des analogues, souvent étonnamment précis,
concernant les réseaux euclidiens.
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Il s’avère que l’invariant s1pEq associé à un fibré vectoriel E dans le paragraphe 4.3
possède comme avatar dans le monde des réseaux euclidiens l’invariant ηεpEq introduit
par Micciancio et Regev ([MR07]) sous le nom de smoothing parameter, ou plutôt une
version logarithmique de ce dernier :

(5.1) s1
θ,εpEq :“ log ηεpEq.

Ces auteurs étaient motivés, non par l’analogie entre corps de nombres et corps
de fonctions, mais par les applications des réseaux euclidiens à la cryptographie : le
smoothing parameter ηεpEq d’un réseau euclidien E :“ pE, }.}q est le réel λ tel que la
mesure

covolpEq
ÿ

vPE

δv

sur ER devienne, à un seuil ε ą 0 fixé, « indiscernable » de la mesure de Lebesgue après
convolution avec la mesure gaussienne centrée de variance λ´2}.}2 sur ER. Formellement,
ηεpEq est défini par l’égalité :

(5.2) θE_pηεpEq
2
q “ 1` ε.

L’article [MR07] montre aussi comment ce nouvel invariant intervient naturellement
lorsque l’on étudie les invariants classiques des réseaux euclidiens par les techniques de
Banaszczyk présentées dans la section 3.

Le « smoothing parameter » ηεpEq s’est ensuite imposé comme un invariant fonda-
mental dans les travaux consacrés aux réseaux euclidiens dans une perspective cryp-
tographique (voir [CDLP13], [DRSD14], [DR16], [RSD17b], et notamment [APSD18]
pour des résultats et des références récentes).

5.1. Degré, pentes et semi-stabilité des réseaux euclidiens

Dans l’analogie entre réseaux euclidiens et fibrés vectoriels sur une courbe C, le rang
des premiers correspond évidemment au rang des seconds, et le degré d’Arakelov (1.6)
(resp. la pente (1.7)) au degré et la pente. L’additivité (1.9) du degré d’Arakelov dans
les suites exactes courtes admissibles est analogue à l’additivité (4.1) du degré des fibrés
vectoriels sur les courbes.

Aux morphismes ϕ : E1 ÝÑ E2 de faisceaux de OC-modules entre deux fibrés
vectoriels E1 et E2 sur C correspondent, deux réseaux euclidiens E1 :“ pE1, }.}1q

et E2 :“ E2, }.}2q étant donnés, les morphismes de Z-modules ϕ : E1 ÝÑ E2 tels
que, pour tout x P E1,R, on ait : }ϕpxq}2 ď }x}1. L’existence d’un morphisme tel que
ϕQ : E1,Q ÝÑ E2,Q soit un isomorphisme implique l’inégalité

ydegE1 ď ydegE2

entre degrés d’Arakelov.
Bien entendu, alors que le degré des fibrés vectoriels prend des valeurs entières, le

degré d’Arakelov des réseaux prend des valeurs réelles arbitraires.
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Dans sa note [Stu76], Stuhler a observé que le degé d’Arakelov satisfait aussi à une
propriété de sous-addivité analogue à (4.3) et que cela permet d’associer à tout réseau
euclidien une filtration canonique, à la Harder-Narasimhan.

Précisément, si E :“ pE, }.}q est un réseau euclidien, alors, pour tout couple pF1, F2q

de sous-Z-modules de E, l’inégalité suivante est satisfaite :

(5.3) ydegF1 X F2 ` ydegF1 ` F2 ě ydegF 1 ` ydegF 2.

En effet, la suite exacte courte de Z-modules

0 ÝÑ F1 X F2 ÝÑ F1 ‘ F2 ÝÑ F1 ` F2 ÝÑ 0,

définie par l’application somme de F1‘F2 vers F1`F2, détermine un isomorphisme de
Z-modules libres de rang 1 :

ϕ : ΛmaxF1 b ΛmaxF2 » Λmax
pF1 ‘ F2q

„
ÝÑ Λmax

pF1 X F2q b Λmax
pF1 ` F2q,

et par définition du degré d’Arakelov, on a :
ydegF1 X F2 ` ydeg pF1 ` F2q ´ ydegF 1 ` ydegF 2 “ log }ϕR}

´1,

où }ϕR} désigne la norme de l’isomorphisme

ϕR : ΛmaxF1,R bR ΛmaxF2,R
„
ÝÑ Λmax

pF1,R X F2,Rq bR Λmax
pF1,R ` F2,Rq

lorsque l’on muni les puissances extérieures de F1,R, . . . des structures euclidiennes qui
se déduisent de celles définies par la norme euclidienne }.} sur ER. Or cette normep10q

est toujours ď 1, comme on le voit en l’exprimant au moyen de bases orthonormées
idoines de F1,R et F2,R.

Lorsque les sous-Z-modules F1 et F2 sont saturés dans E, F1XF2 l’est encore et (5.3)
implique aussitôt :

(5.4) ydegF1 X F2 ` ydeg pF1 ` F2qsat ě ydegF 1 ` ydegF 2.

Si E est un réseau euclidien de rang n ą 0, on peut alors appliquer le formalisme des
pentes présenté dans l’appendice A à l’ensemble ordonné pEpEq,Ďq des sous-Z-modules
de E muni de l’inclusion et aux fonctions r :“ rk et d :“ pF ÞÑ ydegF q. La propriété
de monotonie (1) de l’appendice A est en effet immédiate ; l’inégalité (5.3) établit la
sous-additivité (2), et la finitude (3) découle de l’interprétation de ´ydegF , pour un
sous-Z-module saturé F de E, comme hauteur logarithmique du point de Plücker dans
PpΛrkFEQq associé au sous-Q-vectoriel FQ de EQ.

On attache ainsi à E une application

PE : r0, ns ÝÑ R

p10qLorsque F1 et F2 sont de rang 1 et que F1XF2 “ t0u, cette norme est | sinα|, où α désigne l’angle des
deux droites F1,R et F2,R dans l’espace euclidien pER, }.}q. En général, }ϕR} admet une interprétation
géométrique analogue ; cf. [Sch67], Part II.



1152–30

concave et affine sur chaque intervalle ri ´ 1, is, 1 ď i ď rkE. Le graphe de E est le
polygone canonique de E ; ses sommets sont les images par l’application prk , ydeg q des
sous-réseaux Ei, 0 ď i ď N, associés à une filtration canonique de E,

E0 “ 0 Ĺ E1 Ĺ ¨ ¨ ¨ Ĺ EN “ E,

par des sous-Z-modules saturés. On obtient encore PE et la filtration canonique en
appliquant le formalisme des pentes au sous-ensemble EsatpEq de EpEq défini comme
l’ensemble des sous-Z-modules saturés de E.

Comme dans la situation géométrique, le réseau euclidien E est dit semi-stable lorsque
tout sous-Z-module (ou de façon équivalente, tout sous-Z-module saturé) non nul F
de E satisfait à

pµpF q ď pµpEq,

c’est-à-dire lorsque la filtration canonique de E est triviale, ou encore lorsque son poly-
gone canonique est un segment de droite. La semi-stabilité d’un réseau euclidien E est
inchangée par changement d’échelle, c’est-à-dire lorsque l’on remplace E par EbOpλq,
λ P R.

Ici encore, l’additivité du degré d’Arakelov dans les suites exactes courtes admissibles
(1.9) montre que les réseaux euclidiens sous-quotients Ei{Ei´1 attachés à la filtration
canonique de E sont semi-stables, de pentes strictement décroissantes :

pµpE1q ą pµpE2{E1q ą . . . ą µpEN{EN´1q.

Pour tout k P t1, . . . , nu, la k-ième pente de E est la pente de PE sur rk ´ 1, ks :

pµkpEq :“ PEpkq ´ PEpk ´ 1q.

On a par constructionp11q :
pµ1pEq ě . . . ě pµnpEq

et
n
ÿ

i“i

pµipEq “ ydegE.

On définit encore :

pµmaxpEq :“ pµ1pEq “ pµpE1q “ max
0‰FĂE

pµpF q

et
pµminpEq :“ pµnpEq “ pµpEN{EN´1q “ min

F“F satĹE
pµpE{F q.

On voit facilement, en utilisant encore l’additivité du degré d’Arakelov, qu’une somme
directe de réseaux euclidiens semi-stables de même pente µ est encore semi-stable de
pente µ.

p11qCette suite est la suite des pentes pµpEi{Ei´1q de la filtration canonique, chacune répétée
rk pEi{Ei´1q-fois.
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Les pentes des sommes directes de réseaux euclidiens de rang 1 se calculent aisément.
Avec les notations du paragraphe 2.2, il vient :

(5.5) pµkp
n
à

i“1
Optiqq “ tk.

Les égalités (2.2) et (5.5) montrent ainsi que, lorsque E est une somme directe de
réseaux euclidiens de rang 1, pµkpEq et log λkpEq´1 coincident. Par ailleurs, la validité
de la proposition 2.1 lorsque ψ “ pµ entraîne aisément sa validité pour chacune des
pentes pµi, 1 ď i ď n.

En faisant appel à la théorie de la réduction, comme dans le paragraphe 2.5, on en
déduit que pour tout entier n ą 0, il existe cpnq P R`, tel que, pour tout réseau euclidien
E de rang n et tout i P t1, . . . , nu, on ait :

(5.6) |pµipEq ´ log λipEq´1
| ď cpnq.

(Voir par exemple [Bor05]). Les pentes successives de E apparaissent ainsi comme des
avatars des (logarithmes des inverses) de ses minima successifs.

Les propriétés formelles des pentes sont toutefois plus satisfaisantes que celles de ces
derniers. Par exemple, en utilisant la compatibilité du degré d’Arakelov et des suites
exactes courtes admissibles à la dualité (cf. 1.3.1 et 1.3.2), on obtient par un argument
analogue à celui conduisant à (4.6) :

PE_pxq “ PEpn´ xq ´
ydegE.

Ainsi les inégalités de transférence du type (1.15) reliant les minima successifs d’un
réseau euclidien et de son dual prennent la forme d’égalités entre pentes :

pµipE
_
q “ ´pµn`1´ipEq pour tout i P t1, . . . , nu.

En particulier, en faisant i “ n, on trouve :

pµminpE
_
q “ ´pµmaxpEq.

Il est immédiat que, pour tout entier n ą 0, la partie Stn de Rn paramètrant les
réseaux euclidiens semi-stables est fermée. Compte-tenu de (5.6) (avec i “ 1), le critère
de Mahler (théorème 2.4) montre que l’intersection

St0n :“ Stn XR0
n,

qui paramètre les réseaux euclidiens semi-stables de rang n et de pente nulle, est com-
pacte. Il est facile de décrire le bord de Stn dans Rn (voir par exemple [Gra84]) :

Proposition 5.1. — Soit E un réseau euclidien de rang n ą 0 semi-stable. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(1) La classe rEs de E dans Rn appartient au bord BStn :“ StnzS̊tn du fermé Stn.
(2) Il existe un sous-Z-module saturé F dans E tel que

0 ă rkF ă rkE et pµpF q “ pµpEq.
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Lorsque ces conditions sont réalisés, F et E{F sont des réseaux euclidiens semi-stables
(de pente pµpEq).

Cet énoncé reste valable lorsque l’on remplace Rn (resp. Stn) par R0
n (resp. St0n).

(On a alors pµpEq “ pµpE{F q “ pµpEq “ 0.)
Signalons aussi que les domaines de l’espace Rn définis par des inégalités sur les pentes

des réseaux euclidiens apparaissent dans les travaux sur la formule des traces d’Arthur-
Selberg, dans le contexte plus général des quotients arithmétiques associés à des Q-
groupes réductifs arbitraires. En fait, les constructions géométriques qui sous-tendent
les opérations de troncature mises en oeuvre dans la formule des traces apparaissent
comme une généralisation du formalisme des pentes décrit dans ce paragraphe (voir
notamment [Art78] (Section 6) et comparer à [Gra86] et [HS97] ; voir aussi [Cas04]).

Mentionnons enfin les beaux résultats de Shapira et Weiss ([SW14], [SW16]) concer-
nant les propriétés géométriques et dynamiques du lieu semi-stable St0n dans R0

n et leurs
applications à des questions classiques de géométrie des nombres.

5.2. Les invariants h0
ArpEq, h0

θpEq et h1
θpEq

Dans la littérature apparaissent plusieurs invariants des réseaux euclidiens qui jouent
le rôle de la dimension h0pC,Eq de l’espace des sections d’un fibré vectoriel E sur une
courbe C ou de la dimension h1pC,Eq de son premier groupe de cohomologie.

5.2.1. L’invariants h0
ArpEq. — Avec les notations de la section 4, le k-vectoriel

H0pC,Eq s’identifie au k-vectoriel HomOC
pOC , Eq des morphismes de faisceaux de

OC-modules de OC vers E. Lorsque le corps k est fini, de cardinal q, c’est un ensemble
fini et l’on a :

h0
pC,Eq “ dimk HomOC

pOC , Eq “
log |HomOC

pOC , Eq|

log q .

Cela conduit à considérer l’ensemble des morphismes de Op0q “ pZ, |.|q vers un réseau
euclidien E :“ pE, }.}q— il s’identifie à l’ensemble fini EXB}.}p0, 1q des points du réseau
dans la boule unité de pER, }.}q — puis à poser :

(5.7) h0
ArpEq :“ log |E XB}.}p0, 1q|.

Cette définition apparaît implicitement chez Weil [Wei39] et Arakelov [Ara75] et plus
explicitement dans les présentations de la géométrie d’Arakelov dans [Szp85] et [Man85]
(voir aussi [GMS91]).

5.2.2. Les invariants h0
θpEq et h1

θpEq. — On peut aussi former la série thêta θE asso-
ciée à un réseau euclidien E :“ pE, }.}q :

θEptq :“
ÿ

vPE

e´πt}v}
2 pour tout t P R˚`,

(cf. 1.3.3 supra) et poser :

(5.8) h0
θpEq :“ log θEp1q “ log

ÿ

vPE

e´π}v}
2
P R`.
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Le fait que l’invariant h0
θpEq ainsi associé à un réseau euclidien soit l’analogue de

l’invariant h0pC,Eq associé à un fibré vectoriel sur une courbe est une découverte de
l’école de théorie des nombres allemande, et remonte au moins à F. K. Schmidt. En effet,
si l’on compare les démonstrations, dues respectivement à Hecke ([Hec17]) et à Schmidt
([Sch31]) du prolongement analytique et de l’équation fonctionnelle de la fonction zêta
associée à un corps de nombres et au corps de fonctions K :“ kpCq associé à une courbe
(projective, lisse, géométriquement connexe) sur un corps fini de cardinal q, on voit que
les quantités

ÿ

vPE

e´π}v}
2

associées à une réseau euclidien E :“ pE, }.}q jouent le même rôle que les expressions

qh
0pC,Eq.

Un point clé de la démonstration de Schmidt est en fait que la formule de Riemann-
Roch pour un fibré (en droites) sur une courbe y joue un rôle comparable à la formule
de Poisson (1.13), qui relie θE et θE_ .

Cette formule, évaluée en t “ 1, devient en effet :

θEp1q “ pcovolpEqq´1θE_p1q

et peut encore s’écrire :

(5.9) h0
θpEq ´ h

0
θpE

_
q “ ydegE.

Cette égalité est formellement analogue à la formule de Riemann-Roch sur une courbe C
de genre 1 (donc de fibré canonique trivial), et conduit à poser :

h1
θpEq :“ h0

θpE
_
q,

de sorte que (5.9) deviennent la formule de « Poisson-Riemann-Roch » :

(5.10) h0
θpEq ´ h

1
θpEq “

ydegE.

Au cours des dernières décennies, ces définitions sont apparues notamment dans le
journal mathématique de Quillen [Qui] (voir les entrées des 24/12/1971, 26/04/1973
et 01/04/1983), dans [Roe93], [Mor95], et plus récemment dans les articles de van der
Geer et Schoof [vdGS00] et Groenewegen [Gro01].

5.2.3. Varia. — Il est rassurant de savoir que l’on peut réconcilier les définitions (5.7)
et (5.8) des invariants h0

ArpEq et h0
θpEq, l’un et l’autre candidats à tenir la place de

h0pC,Eq pour les réseaux euclidiens.
En premier lieu, pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0, on peut établir les

inégalités :
´π ď h0

θpEq ´ h
0
ArpEq ď pn{2q log n` logp1´ 1{2πq´1.

La première inégalité est immédiate, et la seconde se démontre au moyen des techniques
de Banaszczyk présentées en section 3 (voir [Bos15], section 3).
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En outre, on peut relier h0
θpEq à une version « stable » de l’invariant h0

ArpEq et établir
l’énoncé suivant par un argument de grandes déviations :

Proposition 5.2 ([Bos15], Theorem 3.4.5). — Pour tout t P R˚`, posons :

h0
ArpE, tq :“ log |tv P E | }v}2 ď tu|.

Alors, pour tout t P R˚`, la limite suivante existe dans R` :

h̃0
ArpE, tq :“ lim

nÑ`8

1
n
h0

ArpE
‘n
, ntq.

De plus, les fonctions log θEpβqp“ h0
θpE b Opp1{2q log β´1qq et h̃0

ArpE, tq se déduisent
l’une de l’autre par dualité de Legendre ; à savoir, pour tout x P R˚`, on a :

h̃0
ArpE, xq “ inf

βą0
pπβx` log θEpβqq

et, pour tout β P R˚` :

log θEpβq “ sup
xą0
ph̃0

ArpE, xq ´ πβxq.

Nous renvoyons à [Bos15], Chapter 3 et Appendix A, pour la démonstration et pour
divers développements de ce résultat.

Rappelons aussi que les réseaux euclidiens ne sont que le cas particulier, correspon-
dant au corps K “ Q, des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec OK , attachés à un corps
de nombres K. L’analogie entre fibrés vectoriels sur une courbe et réseaux euclidiens
s’étend en une analogie entre fibrés vectoriels sur une courbe et fibrés vectoriels sur
Spec OK , où K est un corps de nombres arbitraire. Cela constitue en fait son cadre
naturel : travailler avec des corps de nombres K arbitraires correspond à considérer des
courbes C de genre g ě 1 quelconques. Les invariants hiθpEq s’étendent à ce cadre (qui
était déjà en substance celui de [Hec17]). Nous renvoyons à [Bos15], Chapter 2, pour
leur étude dans cette situation plus générale.

Soulignons enfin que les séries thêta (1.14) associées aux réseaux euclidiens appa-
raissent dans divers domaines des mathématiques et de la physique mathématique, et
ont donné lieu à de multiples travaux, dans des perspectives très diverses. Citons par
exemple les travaux sur les valeurs extrémales des fonctions thêta, inspirés par la théo-
rie classique des formes modulaires ou automorphes (sur lesquels on pourra consulter
[SS06] et ses références), les travaux sur le « Gaussian core model » , motivés par l’étude
des empilements de sphères et la physique statistique ([CdCI16]) et divers travaux de
cristallographie et de physique du solide (voir par exemple [BP17]).

5.3. Les analogies entre h0
θpEq et h0pC,Eq

Une différence, qui peut sembler de taille, entre les invariants h0
θpEq et h1

θpEq des
réseaux euclidiens et des dimensions h0pC,Eq et h1pC,Eq des groupes de cohomologie
des fibrés vectoriels est que les premiers sont réels, alors que ces derniers sont entiers,
et que, lorsque E est de rang non nul, les premiers ne sont jamais nuls.
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Ceci étant, les analogies entre les propriétés des uns et des autres sont particulière-
ment frappantes. Nous allons en décrire trois, par ordre chronologique et de difficulté
croissante.

5.3.1. Comportement asymptotique de log θE. — À partir de l’égalité
ż

ER

e´π}x}
2
dmEpxq “ 1,

en approchant l’intégrale par des « sommes de Riemann » sur le réseau
?
tE, où t P R˚`

tend vers 0, on obtient :

lim
tÝÑ0`

?
t
rkE covolpEq

ÿ

vPE

e´πt}v}
2
“ 1,

ou encore :

(5.11) log θEptq “ ´prkEq{2 log t` ydegE ` op1q quand t ÝÑ 0`.

En posant λ “ ´1{2 log t, on obtient donc :

h0
θpE bOpλqq “ rkE λ` ydegE ` εpλq avec limλÑ`8 εpλq “ 0.

Ainsi reformulée, l’expression asymptotique (5.11) de θEptq près de 0 devient l’ana-
logue de l’expression (4.11) pour le « polynôme de Hilbert » d’un fibré vectoriel sur une
courbe de genre g “ 1.

L’expression (5.11) est aussi une conséquence de la formule de Poisson (1.13), qui
montre en outre que le terme d’erreur εpλq décroit extrêmement rapidement à l’infini :
il existe c P R˚` tel que, lorsque λ ÝÑ `8,

εpλq “ Ope´ce
λ2
q.

5.3.2. Suites exactes courtes admissibles et invariants thêta. — Une seconde analogie
entre les propriétés de h0

θpEq et de h0pC,Eq concerne leur compatibilité avec les sommes
directes et, plus généralement, les suites exactes courtes :

Proposition 5.3. — 1) Si E1 et E2 sont deux réseaux euclidiens, on a :

(5.12) h0
θpE1 ‘ E2q “ h0

θpE1q ` h
0
θpE2q.

2) Pour toute suite exacte courte admissible de réseaux euclidiens

0 ÝÑ F
i
ÝÑ E

p
ÝÑ E{F ÝÑ 0,

on a :

(5.13) h0
θpEq ď h0

θpF q ` h
0
θpE{F q.

L’égalité (5.12) est immédiate. L’inégalité (5.13) découle aisément de (3.1), qui montre
que, pour tout α P E{F ,

ÿ

vPp´1pαq

e
´π}v}2

E ď e
´π}α}2

E{F

ÿ

fPF

e
´π}f}2

F
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et a été observée par Quillen ([Qui], entrée du 26/04/1973) et Groenewegen ([Gro01],
Lemma 5.3).

5.3.3. Un théorème de Regev et Stephens-Davidowitz. — Reprenons les notations de
la section 4. Soient E un fibré vectoriel sur C et F1 et F2 deux sous-faisceaux cohérents
de E. On peut former une suite exacte courte de fibrés vectoriels sur C :

0 ÝÑ F1 X F2 ÝÑ F1 ‘ F2 ÝÑ F1 ` F2 ÝÑ 0,

où le morphisme de F1‘F2 vers F1`F2 est l’application somme. On en déduit aussitôt
une suite exacte de k-vectoriels de dimension finie :

0 ÝÑ H0
pC,F1 X F2q ÝÑ H0

pC,E1q ‘H
0
pC,E2q ÝÑ H0

pC,F1 ` F2q,

puis l’inégalité suivante entre leurs dimensions :

h0
pC,F1q ` h

0
pC,F2q ď h0

pC,F1 X F2q ` h
0
pC,F1 ` F2q.

En réponse à une question de McMurray Price (voir [MP17]), Regev et Stephens-
Davidowitz ont montré qu’un telle inégalité reste valide ne varietur pour les réseaux
euclidiens et leurs invariants h0

θ :

Théorème 5.4 ([RSD17a]). — Soit E un réseau euclidien et soient F1 et F2 deux
sous-Z-modules de E. On a alors :

h0
θpF 1q ` h

0
θpF 2q ď h0

θpF1 X F2q ` h
0
θpF1 ` F2q.

Nous renvoyons à [RSD17a] pour la démonstration, élémentaire mais extrêmement
ingénieuse.

5.4. Les invariants s0
θ,εpEq et s1

θ,εpEq

5.4.1. Définitions. — Soit E un réseau euclidien de rang ą 0. Il est immédiat que la
fonction θE est un difféomorphisme analytique décroissant de R˚` sur s1,`8r. Pour tout
ε ą 0, on peut donc définir

s0
θ,εpEq :“ 1

2 log θ´1
E
p1` εq

et
s1
θ,εpEq :“ 1

2 log θ´1
E
_p1` εq.

Ainsi, pour tout λ P R, on a :

λ ą s0
θ,εpEq ðñ θEpe

2λ
q ă 1` εðñ h0

θpE bOp´λqq ă logp1` εq

et
λ ą s1

θ,εpEq ðñ θE_pe
2λ
q ă 1` εðñ h1

θpE bOpλqq ă logp1` εq.
De plus on a :

s1
θ,εpEq “ s0

θ,εpE
_
q

et, pour tout δ P R,

s0
θ,εpE bOpδqq “ s0

θ,εpEq ` δ et s1
θ,εpE bOpδqq “ s1

θ,εpEq ´ δ.
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Comme indiqué dans l’introduction de cette section, l’invariant s1
θ,εpEq est une version

logarithmique du « smoothing parameter » ηεpEq introduit par Micciancio et Regev
dans [MR07] (cf. (5.1) et (5.2) supra).

Les invariants ηεpEq et siθ,ε dépendent du paramètre ε. Le choix de ce paramètre est
anodin, du moins pour les applications qui en sont décrites dans cet exposé. En effet,
si ε et ε1 sont deux réels dans s0, 1r, il existe cpε, ε1q P R` tel que, pour tout réseau
euclidien E de rang non nul, on ait :

|siθ,ε1pEq ´ s
i
θ,εpEq| ď cpε, ε1q.

Cela résulte de l’énoncé plus précis suivant :

Proposition 5.5 ([CDLP13], Section 2). — Pour tout réseau euclidien E de rang
non nul, siθ,ε est une fonction décroissante de ε P R˚`, et siθ,ε ´ p1{2q log log ε´1 est une
fonction croissante de ε Ps0, 1r.

Démonstration. — La première assertion est évidente. La seconde découle de l’inégalité,
valable pour tout x P R˚` et tout t P r1,`8r,

θEptxq ´ 1 ď pθEpxq ´ 1qt.

Dans la suite, comme dans [RSD17b], nous choisirons ε “ 1{2.

5.4.2. Reformulation du théorème 1.3. — En terme des invariants s0
θ,1{2pEq et

s1
θ,1{2pEq, on peut reformuler le théorème 1.3 de la manière suivante :

Théorème 5.6. — Pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0, on a :

(5.14) s0
θ,1{2pEq ď pµmaxpEq ` tpnq,

où l’on a posé tpnq :“ logr10plog n` 2qs.

De façon équivalente, on a :

(5.15) s1
θ,1{2pEq ď ´pµminpEq ` tpnq.

Le théorème 1.3 apparaît ainsi comme un avatar, concernant les réseaux euclidiens,
de la seconde inégalité dans l’encadrement (4.10) de l’invariant s0pEq associé à une fibré
vectoriel E sur une courbe. Observons que la première inégalité dans (4.10) se transpose
aussitôt, en mimant sa démonstration, aux réseaux euclidiens : de la minoration

h0
θpEq ě pµmaxpEq

`,

conséquence de la « formule de Poisson-Riemann-Roch » (5.10) valable pour tout réseau
euclidien E de rang ą 0, on déduit aisément que, pour tout ε P R˚`,

(5.16) pµmaxpEq ´ logp1` εq ď s0
θ,εpEq.

Par dualité, on en déduit :

´pµminpEq ´ logp1` εq ď s1
θ,εpEq.
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La dépendance en la dimension n du réseau E dans l’inégalité (5.14) est asymptoti-
quement d’un ordre de grandeur optimal. En effet, lorsque E est le « réseau euclidien
trivial de rang n » Op0q‘n, défini par le réseau Zn dans Rn muni de la norme standard
}.}st, on voit aisément que pµmaxpEq “ 0 (E est un réseau semi-stable de pente nulle) et
que

s0
θ,1{2pEq “ p1{2q log log n`Op1q lorsque n ÝÑ `8.

5.4.3. Les invariants s0
θ,εpEq et s1

θ,εpEq et la méthode de Banaszczyk. — Les invariants
ηεpEq et ηεpE

_
q, ou de façon équivalente s1

θ,εpEq et s0
θ,εpEq, se révèlent particulièrement

utiles pour formuler les inégalités sur les invariants classiques des réseaux euclidiens
obtenues par la méthode de Banszczyk.

Les deux propositions suivantes illustrent ce principe.

Proposition 5.7 ([MR07], Lemma 3.2). — Pour tout réseau euclidien de rang n ą 0,
on a :

(5.17) s1
θ,2´npEq ď p1{2q log n` log λ1pE

_
q
´1.

Démonstration. — Si l’on pose

µ :“ p1{2q log n` log λ1pE
_
q
´1,

l’inégalité (5.17) est équivalente à :

θE_bOp´µqp1q ď 1` 2´n.

Or
λ1pE

_
bOp´λqq “ eλ λ1pE

_
q “

?
n ą

a

n{2π.
Le corollaire (3.4) s’applique donc au réseau euclidien E_bOp´λq et montre donc que :

θE_bOp´λqp1q ď p1´ βp
?

2πqnq´1.

On conclut en observant que

βp
?

2πq “
?

2πe e´π “ 0, 1786... ă 1{4.

Proposition 5.8 ([RSD17b], Lemma 6.1). — Pour tout réseau euclidien E de rang
n ą 0, on a :

(5.18) logRcovpEq ď logp1`
a

n{2πq ` s1
θ,1{2pEq.

Démonstration. — Comme logRcovpE b Opδqq “ logRcovpEq ´ δ et s1
θ,εpE b Opδqq “

s1
θ,εpEq ´ δ, il suffit de montrer que

RcovpEq ď 1`
a

n{2π

lorsque s1
θ,1{2pEq ď 0, c’est-à-dire lorsque θE_p1q ď 3{2, ce que nous supposons désor-

mais.
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Clairement, nous pouvons aussi supposer que RcovpEq ě
a

n{2π, puis poser
RcovpEq “

a

n{2πR̃, avec R̃ P r1,`8r. L’inégalité (3.10) du corollaire (3.5) montre
alors que

βpR̃qn ě 2θE_p1q
´1
´ 1 ě 1{3.

Avec les notations du paragraphe 3.2, on en déduit que

R̃ ď β´1
p3´1{n

q “: tn ď 1`
a

plog 3qn.

On déduit que
RcovpEq ď

a

n{2π `
a

log 3{2π ď 1`
a

n{2π.

6. À PROPOS DE LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1.3

Dans cette section, nous présentons les grandes lignes de la démonstration du théo-
rème 1.3. Cette démonstration fait intervenir des résultats profonds de « géométrie
gaussienne » concernant les propriétés des mesures gaussiennes des domaines convexes
de Rn, notamment leurs propriétés d’isopérimétrie. Nous renvoyons à l’article [Lat02]
et l’exposé [Mau05] dans ce séminaire pour des présentations générales de ce sujet.

6.1. Préliminaires

6.1.1. Mesures gaussiennnes et parties G-isotropes de Rn. — Pour tout entier natu-
rel n et pour tout s P R˚`, on définit la mesure de probabilité gaussienne γs sur Rn par
l’égalité suivante, pour toute partie borélienne S de ER :

γspSq :“ s´n
ż

S

e´π}x}
2{s2

dmpxq,

où m désigne la mesure de Lebesgue sur Rn. L’inégalité

e´π}x}
2{s2

e´π}y}
2{s2

ď p1{2qpe´π}y´x}2{s2
` e´π}y`x}

2{s2
q

montre que, pour toute partie borélienne symétrique par rapport à l’origine S dans Rn

et tout y P Rn, on a :

(6.1) γspS ` yq ě e´π}y}
2{s2

γspSq.

Si x “ pxiq1ďiďn est un élément de Rn, vu comme vecteur colonne, on peut former la
matrice symétrique

x ¨ tx “ pxixjq PMnpRq.
On dira qu’une partie borélienne S de Rn est G-isotrope de paramètre s lorsque

ż

S

x ¨ tx dγspxq :“ s´n
ż

S

e´π}x}
2{s2

x ¨ tx dmpxq P R˚`In,

où In :“ pδijq1ďi,jďn. Cette notion est notamment étudiée dans [Bob11].
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6.1.2. Domaines de Voronoi. — Rappelons que le domaine de Voronoi VpEq d’un
réseau euclidien E est le polytope convexe symétrique

VpEq :“ tx P ER | @e P E, }x} ď }x´ e}u.

La géométrie de ces polytopes est l’un des objets d’étude des mémoires [Vor08b] et
[Vor09]. Soulignons leur complexité lorsque n :“ rkE est grand : comme le montre
Voronoi, VpEq possède au plus pn` 1q! sommets et 2p2n ´ 1q faces de dimension n´ 1,
et ces bornes sont atteintes. Le nombre de types combinatoires possibles pour ces poly-
topes, même dans la situation primitive considérée par Voronoi, augmente rapidement
avec n.

Si F est une face de dimension n´ 1 de VpEq, il existe un unique vecteur v P Ezt0u
tel que F soit inclus dans l’hyperplan affine médiateur de 0 et v,

Hv :“ tx P ER | }x} “ }x´ v}u “ tx P ER | 2xv, xy “ }v}2u.

La face F contient v{2 ; la face opposée ´F est associée au vecteur ´v :

´F Ă ´Hv “ H´v

et se déduit aussi de F par la translation px ÞÑ x´ vq :

F ´ v “ ´F.

Cela montre que F est invariante par la symétrie px ÞÑ v ´ xq de centre v{2.
À un ensemble Lebesgue-négligeable (contenu dans BVpEq) près, le domaine de

Voronoi VpEq est un domaine fondamental pour l’action de E sur ER. De plus, si
σ : ER{E ÝÑ VpEq est une section borélienne de la restriction à VpEq de l’application
quotient q : ER ÝÑ ER{E, on a :

}σ ˝ qpxq} ď }x} pour tout x P ER.

On en déduit :

Proposition 6.1 ([RSD17b], Corollary 2.8). — Pour tout domaine fondamental ∆
pour l’action de E sur ER et toute fonction ϕ : R` ÝÑ R` borélienne décroissante,
on a :

ż

∆
ϕp}x}2q dmEpxq ě

ż

VpEq
ϕp}x}2q dmEpxq.

Il découle aussitôt de la définition du rayon de recouvrement que

RcovpEq “ max
xPVpEq

}x}.

(Ce maximum est atteint en un sommet de RcovpEq.)
La construction de VpEq est clairement compatible aux sommes directes de réseaux

euclidiens : si E1 et E2 sont deux réseaux euclidiens, alors

VpE1 ‘ E2q “ VpE1q ‘ VpE2q.
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En particulier, on a :

RcovpE1 ‘ E2q
2
“ RcovpE1q

2
`RcovpE2q

2.

Considérons enfin une suite exacte courte de réseaux euclidiens

0 ÝÑ F
i

ãÝÑ E
p
ÝÑ E{F ÝÑ 0

et notons sK la section de pR : ER ÝÑ ER{FR d’image le supplémentaire orthogonal
de FR dans l’espace euclidien pER, }.}Eq. L’isomorphisme

FR ‘ pE{F qR
„
ÝÑ ER

px, yq ÞÝÑ ipxq ` sKpyq

est une isométrie qui envoie VpF q ˆ VpE{F q sur le polytope

(6.2) ∆ :“ ipVpF qq ` sKpVpE{F qq,

qui constitue ainsi un domaine fondamental (à une partie négligeable près) pour l’action
de E surER.

Cette construction montre en outre que

(6.3) RcovpEq
2
ď max

zP∆
}z}2 “ max

xPVpF q
}x}2 ` max

yPVpE{F q
}y}2 “ RcovpF q

2
`RcovpE{F q

2.

6.2. Mesure gaussienne des domaines de Voronoi
Les mesures gaussiennes γs et la notion de G-isotropie se transportent aussitôt sur

l’espace euclidien sous-jacent à un réseau euclidien.
Soit en effet E :“ pE, }.}q un réseau euclidien. On définit la mesure de probabilité

gaussienne γs sur ER par l’égalité suivante, pour toute partie borélienne S de ER :

γspSq :“ s´n
ż

S

e´π}x}
2{s2

dmEpxq.

Pour tout x P ER, on note x ¨ tx l’élément xb xx, .yE de EndRpERq » ER b E
_
R , et l’on

dit que S est G-isotrope de paramètre s lorsque
ż

S

x ¨ tx dγspxq P R˚`IdER .

La masse γspVpEqq du domaine de Voronoi VpEq de E relativement à la mesure γs
est un invariant remarquable de E, qui joue un rôle central dans la démonstration du
théorème 1.3. Il a été considéré classiquement dans l’étude du «Gaussian channel coding
problem » (voir [CS99], Chapter 3, Sections 1.3 and 1.4). Dans [CDLP13], Chung,
Dadush, Liu et Peikert ont mis en évidence comment les mesures γspVpEqq permettent
de contrôler la fonction θE, ou de manière équivalente les invariants ηεpE

_
q. Ils ont

notamment établi l’inégalité suivante :

Proposition 6.2 ([CDLP13], Lemma 3.4 ). — Pour tout réseau euclidien E et pour
tout s P R˚`, on a :

(6.4) θEps
´2
q.γspVpEqq ď 1.
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Démonstration. — L’inégalité (6.1) montre que, pour tout v P E, on a :

e´πs
´2}v}2 γspVpEqq ď γspVpEq ` vq.

L’inégalité (6.4) en découle en sommant sur v P E ; en effet, comme VpEq est un domaine
fondamental pour l’action de E sur ER, on a :

ÿ

vPE

γspVpEq ` vq “ γspRn
q “ 1.

Les mesures γspVpEqq sont par ailleurs « surmultiplicatives » relativement aux suites
courtes admissibles :

Proposition 6.3 ([RSD17b], Proof of Prop. 4.14). — Pour toute suite exacte courte
admissible de réseaux euclidiens

0 ÝÑ F ÝÑ E ÝÑ E{F ÝÑ 0

et pour tout s P R˚`, on a :

(6.5) γspVpEqq ě γspVpF qq.γspVpE{F qq.

Démonstration. — Appliquer la proposition 6.1 avec pour ∆ le domaine fondamental
(6.2) et pour ϕ la fonction pt ÞÑ e´πt{s

2
q.

Le théorème 1.3 découlera de la minoration suivante de l’invariant γs´1pVpEqq des
réseaux euclidiens semi-stables :

Théorème 6.4. — Pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0 semi-stable tel que
ydeg pEq “ 0, on a :

(6.6) γtpnq´1pVpEqq ě 2{3,

où l’on a posé :

tpnq :“ 10plog n` 2q.

La démonstration de ce théorème fait l’objet des trois prochains paragraphes. La
démonstration du théorème 1.3 à partir du théorème 6.4 sera enfin exposée au para-
graphe 6.6.
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6.3. Différentiation des intégrales sur les domaines de Voronoi

Soit n un entier ą 0 et soit f : R` ÝÑ R une fonction de classe C1.
À tout réseau euclidien E de rang n, on peut associer le nombre réel

F pEq :“ covolpEq´1
ż

VpEq
fp}x}2qdmEpxq.

Si νE désigne la mesure de Haar sur le groupe de Lie compact ER{E normalisée par
νEpER{Eq “ 1 et si

δE : ER{E ÝÑ R`

est la fonction définie par
δEprxsq :“ min

vPE
}x´ v}2

pour tout x P ER, on peut encore écrire :

(6.7) F pEq “

ż

ER{E

f ˝ δE dνE.

Regev et Stephens-Davidowitz montrent que la fonction F ainsi définie est de
classe C1 sur Rn et calculent sa différentielle.

Notons m la mesure de Lebesgue et }.}st la norme euclidienne standard sur Rn. Tout
réseau Λ dans Rn définit un réseau euclidien pRn,Λ, }.}stq, et nous poserons :

covolpΛq :“ covolpRn,Λ, }.}stq

et
VpΛq :“ VpRn,Λ, }.}stq.

En termes élémentaires, le résultat de différentiabilité mentionné plus haut s’énonce
ainsi :

Proposition 6.5. — Soit Λ un réseau de Rn. La fonction

FΛ : GLnpRq ÝÑ R

définie par

FΛpgq :“ F pRn, g.Λ, }.}stq

“ covolpΛq´1 |det g|´1
ż

Vpg.Λq
fp}x}2stq dmpxq(6.8)

est de classe C1. Sa différentielle en g P GLnpRq est donnée par :

(6.9) DFΛpgq.h “ 2 covolpΛq´1 |det g|´1
ż

Vpg.Λq
f 1p}x}2stq

tx.hg´1.x dmpxq.
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Regev et Stephens-Davidowitz établissent ce résultat par une démonstration utilisant
l’expression (6.8) de FΛ. La différentiabilité de FΛ écrite sous cette forme est délicate
à établir, car le domaine d’intégration Vpg.Λq varie avec g. Il s’avère toutefois que les
« contributions du bord » dans la variation première de FΛpgq se compensent, grâce aux
propriétés de symétrie des faces de Vpg.Λq que nous avons évoquées au paragraphe 6.1.2.

Il est possible d’éviter ces arguments délicats en utilisant l’expression (6.7) de F pEq
comme intégrale sur la variété compacte sans bord ER{E. Une difficulté pour établir la
différentiabilité de F (ou encore de FΛ) est que la fonction δE n’est pas de classe C1. On
s’en affranchit en observant que FΛ est continue, puis en montrant que sa différentielle
au sens des distributions est effectivement donnée par la formule (6.9) (on utilise pour
cela que δE est lipschitzienne), puis en remarquant que cette différentielle est elle aussi
continue sur GLnpRq.

Dans la suite, nous ferons appel à la proposition (6.5) avec pour f la fonction px ÞÑ
e´πx{s

2
q, où s P R˚`. Elle implique aussitôt :

Corollaire 6.6. — Pour tout t P R˚` et tout entier n ą 0, l’invariant γt´1pVpEqq,
considéré comme fonction de rEs décrivant Rn, est une fonction de classe C1 sur Rn.
Si rEs est un point critique de la restriction de cette fonction à R0

n, alors VpEq est
G-isotrope de paramètre t dans pER, }.}Eq.

6.4. Mesures gaussiennes des parties compactes convexes symétriques G-
isotropes

Soit n un entier ą 0 et soit tpnq :“ 10plog n` 2q.

Théorème 6.7. — Soit K une partie compacte convexe symétrique de Rn telle que
mpKq ě 1. Si s P s0, tpnq´1s et si K est G-isotrope de paramètre s, alors γspKq ě 2{3.

Cet énoncé découle de résultats profonds de géométrie gaussienne. Nous nous conten-
terons de brèves indications sur sa démonstration, en renvoyant à [RSD17b], Section 4.1,
pour les détails.

D’une part, la G-isotropie de K implique que la mesure γs prend sur l’orbite de K
sous SLnpRq une valeur maximale au point K :

Proposition 6.8 ([Bob11], Prop. 3.1). — Soit K une partie compacte convexe symé-
trique de Rn et soit s P R˚` tel que K soit G-isotrope de paramètre s. Alors, pour tout
g P SLnpRq,

γspKq ě γspg.Kq.

Cet énoncé est une conséquence du théorème de Cordero-Erausquin, Fradelizi et
Maurey ([CEFM04]) affirmant, qui si l’on pose, pour t “ pt1, . . . , tnq P Rn,

exp ∆ptq :“ petiδijq1ďi,jďn,
alors pour toute partie compacte convexe symétrique K de Rn, t ÞÑ γspexp ∆ptq.Kq
est une fonction log-concave de t P Rn. (Cet énoncé établit et généralise une conjecture
proposée par Banaszczyk et popularisée dans [Lat02] sous le nom de « (B) conjecture » ).
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On conclut la démonstration du théorème 6.7 au moyen du « théorème ``˚ » ([FTJ79],
[Lew79], [Pis82]) qui permet de montrer que pour toute partie compacte convexe symé-
trique de Rn tel que mpKq “ 1, il existe g P SLnpRq tel que γtpnq´1pg.Kq ě 2{3.

6.5. Démonstration du théorème 6.4

Comme précédemment, on désigne encore par n un entier ą 0 et l’on pose
tpnq :“ 10plog n` 2q.

L’énoncé suivant découle immédiatement du corollaire 6.6 et du théorème 6.7.

Corollaire 6.9. — Soit rEs un point de R0
n en lequel γtpnq´1pVpEqq atteint un extre-

mum local. On a alors :

(6.10) γtpnq´1pVpEqq ě 2{3.

La démonstration du théorème 6.4 va procéder par récurrence sur n. L’étape de récur-
rence fait encore appel à un résultat de géométrie gaussienne, à savoir à la conséquence
suivante de l’inégalité isopérimérique gaussienne :

Lemme 6.10. — Soit K une partie compacte convexe symétrique de Rn et soient t et
r dans R˚` tels que

γt´1pKq ě 2{3 et B}.}stp0, rq Ă K.

Alors, pour tout τ P R`,

γpt`τq´1pKq ě 1´ 1
3 e

´πr2τ2
.

Nous renvoyons à [RSD17b], Lemma 4.11, pour la preuve.

Démonstration du théorème 6.4. — On considère la restriction de la fonction différen-
tiable de rEs P R0

n définie par γtpnq´1pVpEqq à la partie compacte St0n de R0
n. Il suffit

d’établir la minoration (6.6) lorsque cette fonction atteint son minimum en rEs, ce que
nous supposons désormais.

Lorsque rEs est un point intérieur de St0n (considéré comme une partie de R0
n), cette

minoration est un cas particulier du corollaire 6.9.
Lorsque rEs est un point du bord de St0n, il existe un sous-Z-module saturé F de E

tel que 0 ă rkF ă rkE et que F et E{F soient semi-stables de pente nulle (cf. propo-
sition 5.1). En particulier n ą 1. On complète alors la démonstration par récurrence, en
utilisant la surmultiplicativité (6.5) de γspVpEqq et en faisant appel au lemme 6.10 pour
contrôler γtpnq´1pF q et γtpnq´1pE{F q à partir de γtprkF q´1pF q et γtprk pE{F qq´1pE{F q.
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6.6. Démonstration du théorème 1.3

Expliquons maintenant comment déduire le théorème 1.3 du theorème 6.4.
Soit donc E un réseau euclidien de rang n ą 0.
Nous devons montrer que, lorsque pµmaxpEq ď 0, alors on a :

θEptpnq
2
q ď 3{2,

ou encore, de façon équivalente :

h0
θpE bOp´ log tpnqqq ď log 3{2.

Dans le cas particulier où E est semi-stable de pente 0, cela découle du théorème 6.4
et de l’inégalité (6.4).

En général, on considère la filtration canonique de E,

E0 “ t0u Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă En “ E,

et les réseaux euclidiens qui s’en déduisent comme sous-quotients et leurs pentes :

F i :“ Ei{Ei´1 et µi :“ pµpEi{Ei´1q, i P t1, . . . , Nu.

Par hypothèse, on a :
0 ě µ1 ą . . . ą µN .

D’après les propriétés de sous-additivité (Proposition 5.3) et de croissance de h0
θ, il

vient alors, pour tout λ P R :

h0
θpE bOpλqq ď

N
ÿ

i“1
h0
θpF i bOpλqq ď

N
ÿ

i“1
h0
θpF i bOpλ´ µiqq ď h0

θ

ˆ

Opλq b
N
à

i“1
pF i bOp´µiqq

˙

.

Comme le réseau euclidien de rang n défini par la somme directe
N
à

i“1
pF i bOp´µiqq

est semi-stable de pente nulle, on est ramené au cas particulier précédent.

7. LA CONJECTURE DE KANNAN-LOVÁSZ `2

Dans cette section, nous expliquons comment le théorème 1.3 implique la seconde
inégalitép12q dans le théorème 1.4 :

(7.1) logRcovpEq ď ´pµKLpEq ` logr10plog n` 10q3{2s

p12qComme déjà observé, la première inégalité est une conséquence facile de la minoration (1.4).
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Cette implication fait l’objet de l’article [DR16] (où elle est établie avec des constantes
moins précises) ; nous en exposons la présentation simplifiée qui figure dans [RSD17b],
Section 6.

Commençons par énoncer une conséquence immédiate de la proposition 5.8 et du
théorème 1.3, sous la forme de l’inégalité (5.15) :

Corollaire 7.1. — Pour tout réseau euclidien E de rang n ą 0, on a :

logRcovpEq ď ´pµminpEq ` logr10plog n` 2qs ` logp1`
a

n{2πq.

Pour tout entier n ą 0, on pose :

ccovpnq :“ max
1ďdďn

max
rEsPSt0n

plogRcovpEq ´ p1{2q log dq.

Le corollaire 7.1 montre que :

ccovpnq ď max
1ďdďn

´

logr10plog d` 2qs ` logp1{
?

2π ` 1{
?
nq
¯

ď logr4plog n` 2qs.

L’inégalité (7.1) est une conséquence immédiate de cette majoration de ccovpnq et de
la proposition suivante :

Proposition 7.2. — Pour tout réseau euclidien de rang n ą 0, on a :

logRcovpEq ď p1{2qp1` log 2q ` p1{2q logrlogp2nqs` ccovpnq ´ pµKLpEq.

La proposition 7.2 va découler de la sous-addivité du (carré du) du rayon de recou-
vrement (6.3) et du lemme suivant, qui constitue une forme inversée de l’inégalité entre
moyenne arithmétique et moyenne géométrique :

Lemme 7.3. — Soit N un entier ą 0. Pour tout pa1, . . . , aNq P RN tel que 0 ă a1 ă

¨ ¨ ¨ ă aN et tout pd1, . . . , dnq P NN , on a :
N
ÿ

i“1
diai ď 2erlogp2m1qs max

1ďjďN
mjp

ź

jďiďN

adii q
1{mj ,

où, pour tout j P t1, . . . , Nu, on a posé mj :“
ř

jďiďN di.

Pour établir ce lemme, on écrit t1, . . . , Nu comme la réunion disjointe

t1, . . . , Nu “
ď

lPNą0

Sl

où
Sl :“ tj P N mod 1 ď j ď N et t´ log ai{anu “ lu,

et l’on observe que, si Sl ‰ H et jplq :“ minSl, alors :
ÿ

iPSl

diai ď emjplq p
ź

jplqďiďN

adii q
1{mjplq ,
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puis qu’il existe l P Ną0 tel que :

rlogp2m1qs
ÿ

iPSl

diai ě
N
ÿ

i“1
diai.

Démonstration de la proposition 7.2. — De nouveau, on considère la filtration cano-
nique de E,

E0 “ t0u Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă En “ E,

et l’on pose :

F i :“ Ei{Ei´1 et µi :“ pµpEi{Ei´1q, i P t1, . . . , Nu.

D’après la sous-additivité du carré du rayon de recouvrement dans les suites exactes
courtes admissibles (cf. (6.3)), on a :

(7.2) RcovpEq
2
ď

N
ÿ

i“1
RcovpF iq

2.

Par ailleurs, comme chacun des réseaux euclidiens F i b Op´µiq est semi-stable de
pente nulle, on trouve :

(7.3) RpF iq
2
ď eccovpnqrkFi e´2µi

En appliquant le lemme 7.3 avec ai :“ e´2µi et di :“ rkFi, on obtient :
N
ÿ

i“1
rkFi e´2µi ď 2erlogp2nqs max

1ďjďN
rk pE{Ej´1q expp´2pµpE{Ej´1qq

ď 2erlogp2nqs expp´pµKLpEqq.
(7.4)

La proposition découle de la conjonction de (7.2), (7.3) et (7.4).

On observera que l’on a établi une version légèrement plus précise de l’inégalité (7.1) :
on peut y remplacer pµKLpEq par

min
1ďiďN

ppµpE{Ei´1q ´ p1{2q log rkE{Ei´1q.

Cet invariant n’est fonction que du polygone canonique de E.
Signalons enfin que l’on peut aisément calculer la pente de Kannan-Lovász des réseaux

euclidiens sommes directes de réseaux de rang 1, et montrer que la constante fonction
de n dans le membre de droite de (7.1) (ou encore la constante cpnq dans (1.19)) croit
au moins comme log log n lorsque n tend vers l’infini.

En effet, si n est un entier ą 0 et si λ1 ď . . . ď λn est une suite croissante de n
nombres réels, on vérifie que :

pµKLp
n
à

i“1
Opλiqq “ min

1ďkďn
pp1{kq

k
ÿ

i“1
λi ´ p1{2q log kq.
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Par ailleurs, on sait que :

R2
covp

n
à

i“1
Opλiqq “ p1{4q

n
ÿ

i“1
e´2λi .

La suite de réels ptiqiě1 définie par les égalités :
k
ÿ

i“1
ti “ pk{2q log k pour tout k ě 1

est croissante et satisfait :

2ti “ log i´ 1`Op1{iq lorsque i ÝÑ `8,

et par conséquent :

p1{4q
n
ÿ

i“1
e´2λi “ p1{4eq log n`Op1q lorsque n ÝÑ `8.

Ainsi, si pour tout entier n ą 0, on pose En :“
Àn

i“1 Optnq, on a :

pµKLpEnq “ 0 et logRcovpEnq “ p1{2q log log n`Op1q lorsque n ÝÑ `8.

APPENDICE A. LE FORMALISME DES PENTES

Dans cet appendice, nous décrivons un formalisme de pentes, qui s’applique notam-
ment aux fibrés vectoriels sur les courbes (Tjurin, Harder-Narasimhan) et aux réseaux
euclidiens (Stuhler, Grayson). Ce formalisme est rudimentaire et nous renvoyons aux
articles d’André [And09] et Chen [Che10] pour des formalismes plus sophistiqués et
pour des références et des applications supplémentaires.

Soit pE ,ĺq un ensemble ordonné réticulé. En d’autres termes, l’ensemble ordonné
pE ,ĺq possède un élément minimal O et un élément maximal X, et tout couple
pX1, X2q P E admet une borne inférieure X1 ^ X2 et une borne supérieure X1 _ X2
dans pE ,ĺq.

Soient en outre
r : E ÝÑ Z et d : E ÝÑ R

deux applicationsp13q satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) monotonie : lorsque l’on munit N ˆ R de l’ordre lexicographique, l’application

pr, dq : E ÝÑ Nˆ R est strictement croissante.
En d’autres termes, si X1 et X2 sont des éléments de E tels que X1 ĺ X2, alors

rpX1q ď rpX2q; si de plus rpX1q “ rpX2q, alors dpX1q ď dpX2q avec égalité (si et)
seulement si X1 “ X2.

(2) (sous)-additivité : pour tout pX1, X2q P E2, on a :

rpX1q ` rpX2q “ rpX1 ^X2q ` rpX1 _X2q

p13qL’application r est souvent appelé rang et l’application d degré.
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et
dpX1q ` dpX2q ď dpX1 ^X2q ` dpX1 _X2q.

(3) finitude : pour tout c P R, l’intersection dpEq X rc,`8s est finie.
On observera que, d’après (1), l’image rpEq est contenue dans l’intervalle rrpOq, rpXqsX

N et donc finie.
Supposons de plus que

rpOq ă rpXq.

On peut alors procéder à la construction suivante.
Soit C l’ensemble des fonctions concaves

c : rrpOq, rpXqs ÝÑ R

telles que, pour tout Y P E ,
dpY q ď cprpY qq.

Il découle aussitôt de l’hypothèse de finitude (3) que C possède un plus petit élémentp14q

P , qui est une fonction affine sur chaque intervalle ri´ 1, is, où i Psrp0q, rpXqs XN. De
plus, il existe N P Ną0 et pX0, . . . , XNq dans EN`1 tels que :

– rpX0q “ rpOq ă rpX1q ă . . . ă rpXNq “ rpXq;
– pour tout i P t0, . . . , Nu,

P pprpXiqq “ dpXiq,

et, si i ě 1, la fonction P est affine sur rrpXi´1q, rpXiqs ; on notera :

µi :“ dpXiq ´ dpXi´1q

rpXiq ´ rpXi´1q

la pente de P sur cet intervalle ;
– la suite des pentes est strictement décroissante :

µ1 ą µ2 ą . . . ą µN .

En faisant appel aux propriétés (1) et (2), on établit alors aisément :

Proposition A.1. — Avec les notations ci-dessus, la suite pX0, . . . , XNq est unique-
ment déterminée et croissante :

X0 ĺ X1 ĺ . . . ĺ XN .

De plus, l’élément X0 est maximal dans r´1prpOqq et XN “ X.

Le graphe de P est le polygone canonique associé à l’ensemble ordonné pE ,ĺq muni
des fonctions rang et degré r et d. La proposition affirme que les sommets du polygone
canonique sont les images par l’application pr, dq d’une « filtration » bien déterminée
de X, sa filtration canonique.

p14qEn d’autres termes, pour tout c P C et tout x P rrpOq, rpXqs, on a : P pxq ď cpxq.
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Souvent, dans les applications, on a r´1p0q “ tOu. On peut alors attacher à tout
élément Y de EztOu sa pente

µpY q :“ dpY q

rpY q
,

et l’on a :
µ1 “ max

Y PEztOu
µpY q.
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