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1. INTRODUCTION

1.1. Réseaux euclidiens

Soit V' un R-vectoriel de dimension finie n. Un réseau A de V est un sous-groupe
discret de V' tel que le groupe topologique quotient V' /A soit compact, ou de fagon équi-
valente, tel qu’il existe une base (¢;)1<i<, de V telle que A = @?:1 Ze;. Le R-vectoriel
V s’identifie alors a A := A @ R.

Un réseau euclidien est la donnée (V, A, |.||) d’'un R-vectoriel de dimension finie V/,
d’une structure euclidienne sur V' de norme associée |.|, et d'un réseau A dans V.

De maniere équivalente, un réseau euclidien est la donnée

E:= (£ ].])

d’un Z-module libre de rang fini £ et d'une norme euclidienne |.| sur le R-vectoriel
Egr := E®R. (On identifiera £ a son image par l'injection (E<——FEg,v —> v®1), qui
constitue un réseau dans Ep.)

Les réseaux euclidiens de dimension 3 constituent un modele mathématique pour la
configuration des atomes ou des molécules dans un solide cristallin, et ont été considé-
rés pour cette raison depuis le dix-septieme siécle (notamment par Huyghens dans son
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Traité de la lumiére, publié en 1690). A partir de la fin du dix-huitiéme siecle, le dé-
veloppement de la théorie des nombres a conduit a étudier les réseaux euclidiens dans
une perspective « mathématique pure » : Lagrange, dans ses travaux sur les formes
quadratiques entieres a deux variables, considere les réseaux euclidiens de dimension
2 et leurs propriétés de « réduction » ; 'étude des formes quadratiques entiéres en un
nombre de variables arbitraires et des corps de nombres de degré quelconque conduisent,
notamment Gauss puis Hermite, a s’intéresser aux propriétés des réseaux euclidiens de
rang 3 puis de rang quelconque.

A la fin du dix-neuvieme siécle, 'étude des réseaux euclidiens est devenu un domaine
mathématique a part entiere, avec des contributions majeures de Korkin, Zolotarev,
Minkowski (qui introduisit la terminologie de « géométrie des nombres » ), puis Voro-
noi. Pour une présentation des résultats classiques de ce domaine, nous renvoyons aux
ouvrages et articles d’exposition [Cas71], [RB79], [Lag95], et [Mar03].

1.2. Les invariants classiques des réseaux euclidiens

On dispose d’une notion évidente d’isomorphisme entre réseaux euclidiens : un iso-
morphisme entre deux réseaux euclidiens E, := (Ey,|.|l; et Ey := (Fy,|.|2) est un
isomorphisme ¢ : Fy — F, de Z-modules tels que 'isomorphisme de R-vectoriels
qui s’en déduit pr : Ejg — Esp soit une isométrie entre les R-vectoriels euclidiens

(Erg, 1) et (Bzg, [-]2)-

On attache classiquement & un réseau euclidien E := (F, |.|) des invariants ne dé-
pendant que de sa classe d’isomorphisme :

— s0on rang :
tk E = dlmR ER € N;

— son covolume : si mz désigne la mesure de Lebesgue™ sur I'espace vectoriel eucli-
dien (Eg, |.||) et si A est un domaine fondamental® pour I’action par translation
de E sur Eg, le covolume de E est défini comme

covol(E) := mz(A) e RY.

On observera que, si tk £ = 0, alors covol(£) = 1.
— son premier minimum, lorsque Tk £ > 0 :

M(E) = eg%{?o} le] € RY.

(WElle est définie comme 'unique mesure borélienne invariante par translation sur Eg telle que, pour
toute base orthonormée (v;)1<i<n de l'espace euclidien (Eg, |.|), on ait : mz(>];" ;[0,1[v;) = 1. Une
condition de normalisation équivalente est la suivante : SER e=lal® dmz(x) = 1.

(2)Cest-a-dire une partie borélienne de Ep telle que (A + €)eer soit une partition de Fr. On vérifie
aisément qu’il existe un tel domaine fondamental et que la mesure m%(A) est indépendante du choix
de A.
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Plus généralement, on introduit les minima successifs (\(F))i<i< g de E définis
par :

M(E) :=min {r e Ry | E n B)(0,r) contient une famille libre & i éléments},

ott B|(0,7) désigne la boule fermée de centre 0 et rayon r dans I'espace vectoriel
euclidien (Eg, |.|)-
— son rayon de recouvrement® | lorsque 1k E > 0 :
Reov(E) := maxmin |z — e[ = min{r e Ry | E + B (0,r) = Eg}.

xeFR el

De nombreux résultats de la théorie des réseaux euclidiens prennent la forme d’in-
égalités reliant ces divers invariants.

Par exemple, un résultat classique, qui remonte a Hermite et joue un role central en
théorie algébrique des nombres, est la majoration suivante du premier minimum d’un
réseau euclidien en fonction de son covolume :

THEOREME 1.1 (Hermite, Minkowski). — Pour tout entier n > 0, il existe C(n) dans
R* tel que, pour tout réseau euclidien E de rang n,
(1.1) M (E) < C(n)(covol(E))Y™.

Si v, désigne la mesure de Lebesque de la boule unité dans R™, on peut prendre :
(1.2) C(n) = 2v; Y.

Comme v,, = 72/T'(n/2 + 1), on déduit de la formule de Stirling que, lorsque n tend
vers 'infini,

(1.3) C(n) ~ +/2n/er.

Hermite a établi ce théoréme par récurrence sur le rang n, en initiant ce que 'on
appelle aujourd’hui la théorie de la réduction, dont nous rappelons les rudiments dans
la section 2. Sa méthode lui permettait d’établir la majoration (1.1) avec

C(n) = (4/3)("=D72,

(voir paragraphe 2.4, infra).

Minkowski a donné dans sa Geometrie der Zahlen ([Min96], p. 73-76) une preuve
élégante de 'inégalité de Hermite (1.1), preuve qui conduit a la valeur (1.2) pour C(n)
et admet une interprétation physique simple. Pensons au réseau euclidien E := (E, ||.|)
comme modélisant un cristal situé dans I'espace euclidien (Eg, |.|) de dimension n, dont
les molécules sont représentées par les points du réseau E. Comme les boules ouvertes
By (v, \(E)/2) de rayon \;(E)/2 centrées en ces points sont deux a deux disjointes, la

(B)En anglais covering radius. Celui-ci est noté u(E) dans les articles de Banaszczyk et de Regev et

ses collaborateurs qui font 'objet de cet exposé. Nous le notons Reoy (F), en nous inspirant de [CS99],
pour éviter la confusion avec les diverses pentes fi(E), fi;(E), fixr(E) associées a E.
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densité du cristal — définie comme le nombre de ses molécules par unité de volume —
est au plus 'inverse du volume de ces boules, lequel vaut

un(M(E)/2)".
Or cette densité n’est autre que I'inverse du covolume de E. Il vient donc :
covol(E) ™! < [un(M(E)/2)"]

Cette inégalité est précisément (1.1) avec C'(n) donnée par (1.2).

De méme, en observant que la boule Bj (0, Reov(E)) contient un domaine fondamen-
tal pour 'action de E sur Eg, on obtient que

Uchov (E)n = COVOI(E)7
ou encore :

(1.4) Reo(E) = v, V™ covol(E)Y/™.

Le carré 7, = C(n)? de la meilleure constante dans I'inégalité d’Hermite (1.1) est
classiquement appelée constante d’Hermite. Sa valeur exacte n’est connue que pour de
petites valeurs de n (voir [CS99], [CK09]). Toutefois Minkowski a montré que Iestima-
tion asymptotique 7, = O(n), conséquence de (1.3), est essentiellement optimale — a
savoir, lorsque n tend vers l'infini, on a :

log v, = logn + O(1).

Par comparaison, I'argument de « théorie de la réduction » d’Hermite prouvait seule-
ment la majoration :

log v, < (n — 1) log(4/3).

Cette discussion illustre un theme central de la théorie des réseaux euclidiens, de-
puis Hermite et ses successeurs Korkin et Zolotarev : l'investigation des « meilleures
constantes » figurant dans les inégalités comparant les invariants des réseaux, et no-
tamment la détermination de leur comportement asymptotique lorsque ce rang tend
vers l'infini.

Les travaux discutés dans cet exposé apportent des progres spectaculaires sur ce type
de question.

1.3. Quelques rappels

Avant d’énoncer les résultats de ces travaux, nous devons procéder a quelques rappels
concernant les réseaux euclidiens.
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1.3.1. Swuites ezactes et dualité. — Soit E := (E,||.|) un réseau euclidien.

Pour tout sous-Z-module F' de E, 'inclusion ' — E détermine, par extension des
scalaires, une injection canonique Fg < Eg. Muni de la restriction a Fg de ||.||, F' (qui
est encore un Z-module libre de rang fini) définit un réseau euclidien :

Fi=(F s

Si de plus F est saturé dans E — c’est-a-dire si le Z-module E/F est sans torsion,
ou de fagon équivalente, si F' = Fgr n E — alors E/F est un Z-module libre de rang
fini. En outre, la suite exacte

0—F -5 E-E/F—0

(ou 7 et p désignent le morphisme d’inclusion et le morphisme quotient) devient, par
extension des scalaires, une suite exacte de R-vectoriels :

0 —> Fp % Ep 25 (B/F)g — 0.

Ainsi le R-vectoriel (E/F)g s’identifie-t-il au quotient de Eg par Fg. En particulier, on
peut le munir de la norme euclidienne quotient |.|quot déduite de la norme euclidienne |||
sur Fr. On définit ainsi un réseau euclidien

EJE = (E/F,||quot)-
On résumera souvent cette construction en disant que le diagramme
(1.5) 0—F->FE-SE/F—0

est une suite exacte courte admissible de réseaux euclidiens.

Un sous-Z-module saturé F' de E est déterminé par le sous-R-vectoriel Fr de Eg, et
aussi par le sous-Q-vectoriel Fp := FRQ de £y := EQQ, puisque ' = FrnE = FypnE.
L’application (F' — Fp) établit en fait une bijection entre sous-Z-modules saturés de E
et sous-Q-vectoriels de Eg. Si F' est un sous-Z-module (non nécessairement saturé)
de E, on pose :

.= Fpn E.
C’est le sous-module saturé de E associé a Fy par la bijection précédente. On a F' < F™*
et F¥'/F est fini.

Par ailleurs, a tout réseau euclidien F := (E, |.|) est attaché son réseau euclidien
dual

B = (B, ].]")
défini comme suit.

Son Z-module sous-jacent EV est le Z-module dual

EY := Homy(E,Z),

qui est un Z-module libre de méme rang que E. Le R-vectoriel (EY)g := E¥Y ® R
s’identifie canoniquement & (Eg)¥ := Homg(Eg,R); on le notera Ey. On définit la
norme euclidienne |.|¥ comme la norme duale de la norme |.|| sur Eg. Ainsi, pour tout

§e By, €]V := max{[£(z)|;z € Byy(0,1)}.
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On dispose d'un isomorphisme de bidualité canonique £ — E . En outre, toute
suite exacte courte admissible (1.5) détermine par dualité un diagramme

t J—
\/_p)FV_)O

0— E/F L F
qui s’identifie a la suite exacte courte admissible
0— F'—E—E"/FL —0
associé au sous-module saturé
Fti={¢e B |§r =0}

de EV. Enfin, I'application (F +— F*) met en bijection les sous-modules saturés de E
et BV.

1.3.2. Degré d’Arakelov et pente. — Plutot que le covolume, il est souvent plus naturel
d'utiliser le degré d’Arakelov d’un réseau euclidien E, défini comme le logarithme de sa

« densité » covol(E)™! :

(1.6) deg E := —log covol(E),
et, lorsque tk £ > 0, sa pente
deg E

(1.7) AE) = B

= log(covol (E) 1k E),

Par exemple, on vérifie aisément que, pour toute suite exacte courte admissible de
réseaux euclidiens (1.5), les covolumes E, F et E/F satisfont a :

(1.8) covol(E) = covol(F). covol(E/F)
Les degrés d’Arakelov satisfont donc a la propriété d’additivité
(1.9) deg E = deg F + deg E/F,
analogue a celle satisfaite par le rang :

tk E =1tk F +rk E/F.

De méme, les covolumes d'un réseau euclidien E et du réseau dual satisfont a la
relation

covol(E") = covol(E) ™!,
que l'on peut récrire sous la forme :

degEY = —deg E.
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1.3.3. Formule de Poisson et séries théta. — La notion de réseau dual joue en role
central en cristallographie, depuis le développement de I’étude des cristaux au moyen de
la diffraction des rayons X : les figures de diffraction produites par un cristal modélisé
par un réseau euclidien E fournissent une image du réseau dual E” (Ewald, von Laue,
Bragg, 1912). Cela est une manifestation physique de la formule de Poisson pour le
réseau euclidien E, qui peut s’énoncer de la maniére suivante pour un réseau euclidien
de rang n arbitraire E := (E,||.|).

La transformation de Fourier établit un isomorphisme d’espaces vectoriels topolo-
giques

F: S(Er) — S(E)

entre les espaces de Schwartz de Fy et de son dual Ey, défini par la formule, valable
pour toute f € S(ER) et tout £ € EY :

F()E) = ; fx)e ™ @ dmg().

Elle se prolonge en un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques entre espaces de
distributions tempérées :

F:S'(Er) — S'(EY).
La formule de Poisson affirme que les « mesures de comptage » >, 0y et ey O¢

— qui sont des distributions tempérées sur Eg et sur Ef — se déduisent I'une de ’autre
par transformation de Fourier :

(1.10) ]—“(2 8,) = (covol(E Z Je.

veE geBv

De fagon équivalente, pour toute f € S(Er ) et tout x € Eg, on a :

(1.11) Z f(x —v) = (covol(F 2 F(f)(€)e*miel

veE geEv

(Ce n’est autre que le développement en série de Fourier de la fonction E-périodique

2ier F(—0).)

Pour tout t € R%, on peut appliquer (1.11) a la fonction f; € S(Eg) définie par
filz) = e—wtl\xHQ’
dont la transformée de Fourier est donnée par :
(FLIE) =t L,
On obtient ainsi 'identité, valable pour tout x € Ey :

(1.12) el = (covol(B)) 12 T emmt et eRmitto),

veE EeEVY
En particulier, lorsque z = 0, la formule de Poisson (1.12) s’écrit :

(1.13) 0=(t) = (covol(E))~ 420z (t7Y),
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olt la fonction théta 67 associée a un réseau euclidien E est définie, pour tout ¢ € R¥
par la série :

(1.14) Og(t) == > e ™I,

veE
1.4. Les inégalités de transférence de Banaszczyk

Les énoncés reliant les invariants de géométrie des nombres attachés a un réseau et a
son réseau dual sont classiquement connus sous le nom de théorémes de transférence®.

En 1993, dans son article [Ban93|, Banaszczyk établit de remarquables inégalités de
transférence, concernant les minima successifs et le rayon de recouvrement :

THEOREME 1.2 (Banaszczyk). — Pour tout réseau euclidien E de rang n > 0 et pour
toutie{l,...,n}, ona:

(1.15) Ni(E) Ai1-i(EY) < n.

De plus,

(1.16) Reoy(E) M (E”) < n/2.

Comme l'observe Banaszczyk, ces majorations sont optimales, a un terme d’erreur
multiplicatif borné uniformément en n pres. Cela découle de l'existence, établie par
Conway et Thompson, d’une suite de réseaux euclidiens CT,, tels que

(1.17) CT, = CT,
et que :

M (CT,) = +/n/2me (1 +o(n)) lorsque n —> +o0.

(Voir [MH73], Chapter II, Theorem 9.5. Les réseaux CT,, sont en fait des réseaux entiers
unimodulaires, dont I'existence découle de la « formule de masse » de Minkowski-Siegel.)
Les réseaux CT,, satisfont a :

M (CT,) A (CT,) = M (CT,)? = (n/2me)(1 4 o(n))  lorsque n —> +o0.
De plus, d’apres (1.17), on a :
covol(CT,,) =1
et donc, d’apres (1.4) :
Reoe(CT,) = 0V = y/n/2me (1 + o(n))  lorsque n —> +o.
Par conséquent,

M (CT,).Reov (CT,) = M (CT,)? = (n/2me)(1 4 o(n)) lorsque n —> 40,

Pour établir le théoréme 1.2, Banaszczyk introduit une méthode originale, fondée sur
les propriétés analytiques des séries théta (1.14) associées aux réseaux euclidiens et sur
la formule de Poisson (1.12). Les approches antérieures aux inégalités de transférence
telles que (1.15) et (1.16) reposaient sur la théorie de la réduction et conduisaient a des

() Originellement, Ubertragungssitze; voir par exemple [Cas71], Chapter XI.
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majorations par des constantes de 'ordre de n*? et non pas de n (voir par exemple
[LLS90]).

Le role des séries théta 0% associées aux réseaux entiers — les réseaux euclidiens £
dont le produit scalaire euclidien prend sur £ x E des valeurs dans Z — n’est plus a
souligner : les fonctions 6z définissent alors des formes modulaires et, via ce type de
construction, la théorie des formes modulaires joue un rdle central dans I’étude et la
classification des réseaux entiers (on pourra consulter [Ebel3] pour une présentation
récente de ces questions et des références).

La méthode de Banaszczyk met en évidence l'importance des fonctions 67 pour
I’étude fine des réseaux euclidiens généraux. Nous présentons cette méthode en sec-
tion 3.

1.5. Les théorémes de Dadush, Regev et Stephens-Davidowitz

Au cours des dernieres décennies, les réseaux euclidiens sont devenus 'objet d’im-
portants travaux en informatique théorique. Leur point de départ ont été les travaux
d’Ajtai en 1996, qui a montré comment on pouvait construire des algorithmes de chiffre-
ment a clé publique a partir de constructions mettant en jeu des réseaux euclidiens de
grande dimension, pourvu que 1’on sache établir la « difficulté » de certains problemes
naturels de théorie des réseaux.

Parmi ces problemes figurent les suivants :

— un réseau E := (E,|.||) étant donné par une base de Eg = R" muni de la norme
standard ® |.| = |.|s, déterminer une famille dans E de générateurs de Eg de
normes < an‘),(F), ol a et ¢ désignent deux réels > 0 fixés;

— construire, pour un point z de Eg = R", un point v de E tel que |z — v| <
anReoy (E).

Ces questions de cryptographie ont donné un regain d’intérét considérable a I’étude
des « meilleures constantes » dans les inégalités mettant en jeu les invariants des réseaux
euclidiens de dimension arbitrairement grande.

Les techniques de Banaszczyk, reposant sur les propriétés des séries théta (1.14) et
sur la formule de Poisson (1.12), ont joué un role central dans les travaux suscités par
ces questions, notamment dans les travaux de D. Micciancio, O. Regev, S. Dadush et
N. Stephens-Davidowitz.

Ces trois derniers auteurs ont obtenu de remarquables résultats sur les invariants des
réseaux et sur les inégalités qui les relient dans une série de travaux récents, notamment
dans [DR16], [RSD17a] et [RSD17b]. Cet exposé a pour ambition de les présenter a des
mathématiciens non-spécialistes.

Nous n’en discuterons pas les motivations, ni les applications liées a la « lattice based
cryptography » — questions sur lesquelles 'ouvrage [MGO02] et les articles d’exposition
[IMRO9] et [Peil6] constituent des références accessibles a tout mathématicien de bonne

(®)ou de facon équivalente, avec les notations du paragraphe 2.6 infra, comme le réseau définissant le
point ¢, ([g]) associé & un élément g de GL, (R).
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volonté. Nous essaierons plutot d’expliquer comment ces résultat se comprennent natu-
rellement dans le cadre de I'analogie entre corps de nombres et corps de fonctions d’une
variable.

Les résultats principaux des articles [DR16] et [RSD17b] peuvent s’énoncer de la
maniére suivante :

THEOREME 1.3 (Regev, Stephens-Davidowitz ; conjecture de Dadush)
Soit E := (E,|.|) un réseau euclidien de rang n > 0 tel que, pour tout sous-Z-module
F' non nul de F,
covol(F, |.|) = 1.

Alors, sit(n) :=10(logn +2), on a :
(1.18) Op(t(n)72) = Y e IO < 30,

veE
THEOREME 1.4 (Dadush, Regev, Stephens-Davidowitz; conjecture de Kannan-
Lovész (%)

Pour tout réseau euclidien E := (E,|.|)) de rang n > 0, on pose :

() = min [A(E/F) - (1/2) logrk E/F).

On a alors :
(1.19) —c < Jigr(E) —log R(E)™! < ¢(n),
ol ¢ désigne une constante universelle et ot c¢(n) désigne une fonction de n telle que
c(n) = O(loglogn) lorsque n —> +.
Plus précisément, les majorations (1.19) sont satisfaites avec
c=logv2me et c¢(n) =log[10(logn + 10)*?] = (3/2) loglogn + o(1).

L’intérét d’'un énoncé comme le théoreme 1.3 n’est sans doute pas clair au premier
regard. Formulons donc quelques commentaires a son sujet.

Tout d’abord, le théoreme 1.3 est un élément essentiel de la démonstration de la
conjecture de Kannan-Lovasz établie dans le théoreme 1.4.

Le choix de la valeur 3/2 dans le membre de droite de (1.18) est largement arbitraire.
On pourrait y remplacer 3/2 par 1 + ¢, ot € désigne un quelconque élément de R,
et I'inégalité (1.18) resterait valable avec t(n) remplacé par un certain t.(n) dans R,
satisfaisant

logt.(n) = O(loglogn) lorsque n — +c0.
De plus, pour € > 0 arbitraire, cette variante du théoreme 1.3 permettrait d’établir le
théoreme 1.4.

Soulignons enfin que, dans ce dernier théoréme, la premieére inégalité est une consé-
quence facile de la minoration (1.4). La contribution fondamentale de Dadush, Regev
et Stephens-Davidowitz est d’établir la seconde inégalité dans (1.19) avec une constante
¢(n) bornée en O(loglogn). Dans I'article original [KL88] de Kannan et Lovasz, ou est
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conjecturé (entre autres) le théoreme 1.3, les majorations (1.19) étaient établies avec
c(n) = (1/2)logn. Le passage d’'une majoration en logn a une majoration en loglogn
— dont l'ordre de grandeur lorsque n tend vers l'infini est optimal — constitue un
progres spectaculaire.

Nous renvoyons aux articles originaux [RSD17b] et [DR16] pour une discussion plus
approfondie des applications des théoremes 1.3 et 1.4.

Je remercie chaleureusement Antoine Chambert-Loir, Francois Charles, Javier Fresdn
et Vincent Lafforgue pour leurs remarques sur une premiére version de ce texte.

2. REDUCTION DES RESEAUX EUCLIDIENS

La théorie classique de la réduction des réseaux euclidiens a pour objet la construction
de bases remarquables des réseaux euclidiens, les bases « réduites », adaptées a la déter-
mination de leurs minima successifs (ou de ceux des réseaux duaux) et essentiellement
uniques. Il s’agit la d’un sujet notoirement technique, et nous renvoyons a [vdW56],
[RB79] Chapter IV, [LLS90] et [Lag95] Section 2 pour des présentations synthétiques
et des références.

Dans cette section, nous présentons dans un langage géométrique une version simple
d’un résultat central de cette théorie — a savoir qu’un réseau euclidien de rang n > 0
peut étre « approché » par un réseau euclidien de la forme L1 ®...@®L,, ot Ly, ..., L,
désignent des réseaux euclidiens de rang 1, avec une erreur controlée en fonction de n,
et est donc approximativement déterminé par les n nombres réels p; := d/e\gf,-.

Puisque que les minima successifs, le rayon de recouvrement, ou la pente de Kannan-
Lovész Jigr, dune telle somme directe L; @ ... @ L, s’expriment aisément en termes
de (p1, ..., tn), cette forme simple de la théorie de la réduction implique aussitot des
versions grossieres des inégalités (1.15), (1.16) et (1.19) dans les théorémes 1.2 et 1.4,
ol les constantes dans les membres de droite sont remplacées par des fonctions du rang
n beaucoup plus grandes.

Méme si les résultats quantitatifs que permet d’atteindre la théorie classique de la
réduction sont souvent dépassés par les méthodes qui font I'objet de cet exposé, les
notions qui s’introduisent naturellement dans cette théorie continuent a jouer un réle
central dans ’étude des réseaux euclidiens, dans la forme raffinée des pentes de Stuhler-
Grayson (c¢f. [HS97], et Section 5.1 infra). En outre, la théorie de la réduction reste la
voie d’acces aux énoncés classiques de compacité dans les espaces de réseaux euclidiens,
énoncés qui jouent un role crucial dans la démonstration du théoreme 1.3.

2.1. Opérations sur les réseaux euclidiens

Les opérations de somme directe et de produit tensoriel sur les Z-modules et sur les
R-vectoriels euclidiens permettent de définir des opérations analogues sur les réseaux
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euclidiens. Ainsi, si Fy := (Ey,|.|1) et By := (E», |.|2) sont deux réseaux euclidiens, on
pose
E\© L = (E1@Es o) et E1®E;:=(Ei® L, | |g)

ou la norme euclidienne |.|q sur (E) @ Ez)g >~ E1r @ Esr est définie par
|21 @ @ = |l + 23,

et ou la norme |.|g sur (E; ® Es)r ~ E1r ®r Ear est caractérisée par le fait que, si
(€1a)1<a<n, (resp. (€23)1<p<n,) st une base orthonormée de I'espace euclidien (E1 g, |.|1)
(resp. de (Eag, |.[2)), alors (€1o ® €25)1<a,8<n1n, €St une base orthonormée de l'espace
euclidien (EI,R ®R EQ’R, ||H®)

L’inclusion canonique i : £y — E; @ Fs et la projection p : By @ Fy — E5 font du
diagramme

(2.1) 0—FE —>E®E, " E,—0
une suite exacte courte admissible(®). En particulier, on a :
ge\g(E @ F;) = cTeTgEl + (TGEEQ'
Pour tout ¢ € R, on introduit le réseau euclidien de rang 1
O(t) = (Z,].]),
ou |.|; désigne la norme sur Zg = R définie par |z|; := e~ *|z|

Il est immédiat qu'un réseau euclidien I de rang 1 est isomorphe & O(t) ot t := deg L.

Pour tout réseau euclidien F := (E, |.|), le produit tensoriel EQO(t) peut étre identifié

au réseau euclidien (E,e7t||.|), déduit de F par un « changement d’échelle » e~

2.2. Sommes directes de réseaux de rang 1

Les invariants des réseaux euclidiens sommes directs de réseaux de rang 1 s’évaluent
facilement. Considérons en effet

E = (—HDO(tZ),

ou n est un entier > 0 et ou t; = --- > t,, sont des réels en ordre décroissant. On vérifie

aisément que
EP o P T S o 7
degE =t +...+t, et A(E)=-——""—7"
n

(2.2) Ni(E)=e" pourtoutie{l,... n},

(6)On prendra garde que, en général, une suite exacte courte admissible de réseaux euclidiens n’est pas
isomorphe a une telle suite exacte : I'obstruction & ce que la suite exacte courte admissible (1.5) soit
scindée, c’est-a-dire isomorphe & une suite exacte courte admissible de la forme (2.1), est un élément
d’un groupe d’extensions associé aux réseaux E et W dont les propriétés sont étroitement liées a la
théorie de la réduction ; voir [BK10].
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et

n

Ren(E) = (1/2)(Q €722

=1

En particulier,

Par ailleurs,

Par suite :

M(E") = ef»+1=i pour tout i € {1,...,n}.

2.3. Isomorphismes non-isométriques et invariants des réseaux euclidiens

Soient E := (E,||.|) et E' := (E,|.|") deux réseaux euclidiens de méme rang n
et soit ¢ : F — E’ un isomorphisme des réseaux sous-jacents. L’application g :=
©®Idg : Eg —> FEj} est un isomorphisme de R-vectoriels, mais n’est pas nécessairement
isométrique. Le « défaut d’isométrie » de pgr est contrélé par les normes d’opérateurs
lor| et |¢g'| définies au moyen des normes ||.| et |.|" sur Eg et Ej, et on vérifie
aisément que le covolume, les minima successifs ou le rayon de recouvrement de E et
E' peuvent se comparer en termes de ces normes :

—
1 covol(E")
n < — 7 ||A" < n7
H(pR H o OI(E) || QDRH HQDR”
e N(E .
loa ! < /\((E)) < |lgr| pour tout i € {1,...,n},
R (E)
—1=1 < cov — ) < '
o'l < R < el

On peut reformuler ces relations comme suit :

-1
7

PROPOSITION 2.1. — Si ¢ désigne l'un des invariants ji, log A

(2.3) —log[er| < ¥(E') = (E) < log[¢g'].

orlog R}, on a :

En particulier, pour tout \ € R,

(2.4) Y(E®@O(N)) = ¥(E) + A
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2.4. Théorie de la réduction

THEOREME 2.2. — Pour tout entier n > 0, il existe D(n) € R% tel que, pour tout
réseau euclidien E := (E,||.|), il existe une Z-base (v1,...,v,) de E telle que
(2.5) [ [Ivill < D(n) covol E.

i=1

On peut prendre en fait :
(2.6) D(n) = (4/3)"n=D/2,
On remarquera que, avec les notations du théoreme 2.2, il vient aussitot :

M(E) < ([ Tl < D(n)" covol E'".
i=1

On a ainsi retrouvé I'inégalité de Hermite (1.1), avec
C(n) = D)™ = (4/3) 7

Démonstration. — Le théoreme se démontre par récurrence sur l’entier n.
Soit donc E un réseau euclidien de rang n > 0. Chosissons un élément s € E tel que

Is|| = A1 (F). Le sous-module Zs est alors saturé dans E.
Sin =1, alors £ = Zs. Ainsi

covol(E) = A\ (E)

et la majoration (2.5) est satisfaite par vy := s et D(1) = 1.
Sin > 1, on peut considérer le réseau euclidien quotient E/Zs := (E/Zs, ||| quot), de
rang n — 1. Par récurrence, il existe une base (wy, ..., w,_1) de E/Zs telle que

n—1
(2.7) H Wil quot < D(n — 1) covol E/Zs.
i=1

Si, pour tout i € {0,...,n— 1}, on choisit un élément v; dans la préimage p~*(w;) de w;
par Papplication quotient p : E — E/Zs et si I'on pose v, := s, alors (vy,...,v,) est
une base de E. De plus, pour i € {0,...,n — 1}, on peut choisir pour v; un élément de
p~(w;) de norme minimale. On a alors :

(2.8) Joil < floi =] et foi]l < o + s].
Par ailleurs, on a :
(2.9) Joil = A(E) = |s].
Soit v Pélément de pg'(w;) orthogonal & s. Par définition de |.|quet, on a :
(2.10) o7 = lwilauot-

De plus, on peut écrire :

v = vf + 18
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avec 1; € R; on a alors :

1 = o |* + ni .

Jvil = v
D’apres (2.8), on a |n;| < 1/2. On en déduit :

il < ot 2 + (1/4) s,
puis, compte tenu de (2.9) et (2.10),

(2.11) Jvil* < (4/3)wil§

quot*

Les majorations (2.11) et (2.7), jointes a la multiplicativité du covolume (1.8)
montrent que :

n n—1
[ Thoil < (4/3)" 2 T T lwil quet. 5]
i=1 =1

(4/3)"=V2D(n — 1) covol(E/Zs). covol (Zs)
= (4/3)""Y2D(n — 1) covol(E).

A

Cela établit 'existence d’une base (vy,...,v,) de E satisfaisant a l'inégalité (2.5)
avec D(n) = (4/3)"=V/2D(n — 1), puis avec D(n) donné par (2.6). O

7)

On remarquera que la démonstration précédente fournit un algorithme™ pour

construire la base (vq,...,v,) : les bases produites par cet algorithme sont dites
réduites au sens de Korkin-Zolotarev (voir par exemple [LLS90]).

2.5. Théorie de la réduction et inégalités de transférence

Il est commode, dans les applications, de combiner le théoreme 2.2 avec les observa-
tions suivantes.

Soit E un réseau euclidien de rang n > 0 et soient L, ..., L, des sous-Z-modules de
rang 1 de FE dont F soit la somme directe. Considérons ’application somme :

Y. L1®..eL,—F

et le réseau euclidien L; @ ... ® L,. On peut considérer les normes d’opérateurs |Zg|,
IA"Sg| et |Xg'| définies & partir des structures euclidiennes sur Ly @ ... ® L, et E.
Enfin, on peut poser :

(2.12) §(E;Ly,...,Ly) = (E) —
(2.13) =(E) - (L @...® Ly).

(M pourvu que I'on dispose d’algorithmes pour déterminer les vecteurs de plus petite norme non nulle
d’un réseau euclidien, etc.
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PROPOSITION 2.3. — Awvec les notations précédentes, on a :

(2.14) §(E;Ly,...,L,) = —711 log [A"Xg| =0

(2.15) log |Xr| < (1/2)logn,

et

(2.16) log SR < _1logn+n5(E;L1,...,Ln).

Démonstration. — Les inégalités (2.14) et (2.15) découlent aisément des définitions.

On en déduit (2.16) grace aux « formules de Cramer » pour 7!, qui identifient X! &
A"1Y @ (A"E) 7! et montrent que :

log |2z = log |A""" S| — log [ A"Sg]
< (n—1)log |Zg| + nd(E; Ly, ..., Ly,).
[

Avec les notations du théoreme 2.2, on peut poser L; := Zuv;, pour 1 < i < n. On a
alors :
nd(E;Ly,...,L,) = logcovolE—i—Zlog |vi| <log D(n).
i=1
En appliquant la proposition (2.3) & ¢ = X, on obtient que, si ¥ désigne 'un des

invariants log A\; ! ou log R}, on a alors :

cov?

1
(2.17) e 5 logn — log D(n C—BZ’UZ < (1/2) logn.
On peut également appliquer la proposition (2.3) a I'isomorphisme :
By (—D LY,
et on obtient ainsi :

-1
(2.18) —(1/2)logn < C—DZUZ —(E") < n logn + log D(n).

Les calculs du paragraphe 2.2 permettent d’exprimer les invariants des réseaux eu-
clidiens @], Zv; et D], Zv;  en termes de la suite (¢;)1<i<n = (log [vi| ™ )icicn, ol
les [|v;|| sont ordonnés par ordre croissant. Combinés avec les majorations précédentes,
ils conduisent & des inégalités de transférence comparant les invariants de E et de E
ou toutefois les constantes dépendant de n sont excessivement grandes.

Par exemple, en appliquant (2.17) avec ¢ = log R} et (2.18) avec 1 = log \]'', on
obtient 'inégalité :

log Reov(E) +log M(E™)| < E(n),

avec

E(n) = ; ! logn + D(n) = O(n?).
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2.6. Les espaces R, et R?

On vérifie aisément que, pour tout entier naturel n, les classes d’isomorphismes de
réseaux euclidiens de rang n constituent un ensemble et que 'on définit une bijection

tn : GL(Z)\GL,(R)/On(R) — R,

en envoyant la (double) classe [g] d'un élément g de GL,(R) sur le réseau euclidien
(R™, |.|st, g7*Z™), défini par le R-vectoriel V' = R" muni de la norme euclidienne stan-
dard |.|s (définie par |(zy,...,2,)|% := 23 +...22) et du réseau A := g~'Z". Ce réseau
euclidien est isomorphe, via g, & (R™, |g~".|s,Z"), et 'on a donc :

ta(lg]) == [R™ s, g7 Z")] = [(R™, g™ [lse, Z™)].

Si Sym_ désigne 'ouvert des matrices symétriques définies positives dans M, (R), on
dispose d'un difféomorphisme entre variétés R-analytiques
GL,(R)/O,(R) — Sym;
g — 99
Ainsi R,, s’identifie au quotient GL,,(Z)\Sym, par I'action du sous-groupe GL,(Z) de
GL,(R), qui agit & gauche sur 'espace Sym; des formes quadratiques définies positives
sur R” par le « changement de variables » qui envoie (v,h) € GL,(Z) x Sym, sur
t’}/_l h"}/_l )

Rappelons que I'action de GL,(Z) sur Sym; est propre et que, aprés restriction a un
sous-groupe d’indice fini assez petit, elle est libre. On munira R,, ~ GL,(Z)\Sym, de la
topologie quotient de la topologie usuelle de Sym_ vu comme ouvert du R-vectoriel des
matrices symétriques. C’est un espace localement compact. Davantage, c’est le quotient
d’une variété analytique réelle par un groupe fini d’automorphisme ; en tant que tel, R,
possede une structure naturelle « d’orbifold » . Dans la pratique, cela signifie que 'on
peut grosso modo travailler sur R,, comme sur une variété différentiable, et faire comme
si I'application quotient p : Sym! — R, était un revétement : les fonctions C* sur
un ouvert U de R, s’identifient aux fonctions C* sur 'ouvert p~!(U) qui sont GL,,(Z)-
invariantes, etc.

Le degré d’Arakelov des réseaux euclidiens définit une application analytique réelle :

deg : R, — R.
On pose : .
RY = deg ~1(0).
C’est une hypersurface lisse de R,,, et 'on dispose d’un isomorphisme analytique réel :
ROxR > R,
([El.A) — [E®@OW)].
Une partie de R,, est compacte si et seulement si c’est I'image p(K) d’une partie

compacte de Sym;. Cette observation, jointe au théoréme 2.2 et a la proposition 2.3,
conduit au critére de compacité suivant :
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THEOREME 2.4 (Critére de Mahler). — Soit n un entier > 0. Une partie A de R,
est relativement compacte si et seulement s’il existe a et 3 dans R tel que, pour tout

élément [E] de A,
covol(F) < a et M\(FE) = .

On peut résumer le théoreme d’Hermite 1.1 et le critere de Mahler 2.4 dans 'assertion
suivante : la fonction continue \{' : RY — R, est une fonction d’exhaustion, c’est-
a-dire une application propre de I'espace topologique R vers R, .

Une contribution majeure a I’étude des espaces R,,, de la fonction \; et des constantes
de Hermite v, = maxgo A} est due & Voronoi. Dans son mémoire [Vor08al, il étudie
notamment les réseaux euclidiens parfaits, & savoir les réseaux euclidiens F tels que
I'image de

{ve B |vlg=M(E)}
par I'application (z — 2%2) soit une partie génératrice du R-vectoriel S?Eg. Non seule-
ment les réseaux euclidiens parfaits contiennent les réseaux euclidiens extrémes, qui
correspondent aux points de RY ol la fonction \; atteint un maximum local, mais ils
permettent a Voronoi de construire par dualité une remarquable décomposition cellu-
laire de R,,, qui peut apparaitre comme une forme raffinée de la théorie de la réduction
(voir [RB79], [Mar03] et [Sch09] pour des expositions modernes de ces constructions).

Dans son second mémoire ([Vor08b] et [Vor09]), il étudie une autre décomposition
de RY, associée a la combinatoire des domaines de Voronoi des réseaux euclidiens :
si E := (E,|.||) est un réseau euclidien, son domaine de Voronoi est défini comme le
polytope convexe symétrique :

V(E) :={x e Ex|Vee B || <[z —el},

formé des points x de Eg tels que l'origine appartienne a l’ensemble (fini) des points
de E minimisant la distance de x & F dans l'espace euclidien (Eg, |.|).

La notion de domaine de Voronoi est bien naturelle, et apparait des les premiers
travaux mathématiques sur les réseaux euclidiens : ainsi les domaines de Voronoi appa-
raissent encore dans la littérature sous le nom de domaine de Dirichlet. Ils jouent aussi
un role central en cristallographie et en physique du solide, domaines ou ils apparaissent
sous le nom de premiere zone de Brillouin ou de cellule de Wigner-Seitz. Ils jouent aussi
un role fondamental dans la preuve des théoremes 1.3 et1.4.

La profondeur et la quantité des résultats présentés dans les mémoires de Voronoi ont
fait qu’ils sont restés longtemps mal étudiés, tout particulierement le second. L’interface
entre I'étude a la Voronoi des espaces RY et des invariants classiques des réseaux et
I’étude de leurs invariants définis a I'aide de séries théta, qui font 'objet de cet exposé,
apparait comme un champ d’investigation fascinant.
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3. LES INEGALITES DE BANASZCZYK

Dans cette section, logiquement indépendante de la précédente, nous présentons la
méthode introduite par Banaszczyk dans son article fondateur [Ban93] pour établir les
inégalités de transférence optimales énoncées dans le théoreme 1.2. Nous nous concen-
trerons sur la seconde inégalité (1.16); la démonstration des inégalités (1.15) utilise
des arguments similaires a ceux qui conduisent & (1.16), et nous renvoyons a [Ban93],
p. 631-632, pour les détails. Signalons aussi que Banaszczyk a appliqué ce type de
technique a des questions voisines dans les articles [Ban95] et [Ban96].

3.1. Les majorations clés

Soit E := (F, |.]|) un réseau euclidien de rang n > 0.

Sa fonction théta 67 est clairement une fonction décroissante. Il en va de méme
de 6z et Péquation fonctionelle (1.13) reliant 6 et 6+ montre donc que t"/20%(t) est
une fonction croissante de ¢t € R¥.

Par ailleurs, la formule de Poisson (1.12) montre que, pour tout = € Eg et tout t € R,
on a :

_ _ |2 _ 2
(3.1) S el < §Y emetlol?,
veFE velk

avec égalité si et seulement si z € F.

Le point de départ de la méthode de Banaszczyk est la majoration suivante, qui
découle aisément des observations qui précédent :

LEMME 3.1. — Pour tout x € Eg, tout r € Ry et tout t €]0,1], on a :
(32) Z 6—7rHv—J:H2 < t—n/2€—7r(1—t)r2 Z 6_7THUH2_
veE,|v—z|=r veE
Démonstration. — 1l vient :
— —zl? _ _ _ 2 2
J—lv—al? _ o—r(1=O)o—al? ,—nt]v—z]
veE,|v—z|=r veE,|v—z|=r
< 6—7r(1—t)7‘2 Z e—ﬂ'tHv—x||2
<
veE, |lv—z|>r
(3.3) < om0 Y ol
vER
— )2, — _ 2
(3.4) < om0 n/QZ o=l
veE

En effet, la majoration (3.3) découle de (3.1), et (3.4) de I'inégalité t"/20%(t) < 65(1).
[
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Compte tenu de (3.1), la majoration (3.2) n’a d’intérét que pour les valeurs de r telles
que

inf ¢t~ V2e (10" 1
t€]0,1]

Un calcul élémentaire montre que cette inégalité est satisfaite précisément lorsque r >
\/1n/2m, puis que, lorsque cela a lieu, si I'on pose r = 4/n/27 7 avec 7 €]1, + o[, alors
le minimum de t~2e~"1=9" sur 10, 1] est atteint en ¢t = tu, := 7 2 et prend comme
valeur :

£ 2 = (I—tmin)r® _ [fef(l/Z)(vﬁfl)]n.

min

Ces considérations montrent que le lemme 3.1 peut se reformuler comme la proposi-
tion suivante, mieux adaptée aux applications, ou 'on a posé :

(3.5) B(F) := Fe~ MDD,

PROPOSITION 3.2. — Soit E un réseau euclidien de rang n > 0 et soit x un élément
de Eg. Pour tout 7 € [1,+o[, si l'on pose

n .
r=4|—T
2
alors on a :
_ _ 2 - _ 2
(3.6) Z e mhv—al® « 5(7‘)”2 e~ IvI*
veE,|v—z|=r veE

On observera que 'on définit par la formule (3.5) un homéomorphisme décroissant :

B (1, +oo[—]0,1].
On remarquera aussi que la formule de Poisson (1.12) implique les identités :

Semmlemtl f N e = (covol B) T DT e 1 + cos(2mé(2))]

veE veE EeEVY

= 2(covol E)! Z e el cos*(mé(x)),

(eEY

On en déduit :

PROPOSITION 3.3. — Pour tout réseau euclidien E et tout point x € Fg, on a :

(3.7) el N e > 2(covol E)

veE veE
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3.2. Démonstration de I’inégalité (1.16)

Commencons par énoncer deux corollaires des propositions 3.2 et 3.3.
En appliquant la proposition 3.2 avec z = 0 et » = \;(F), on obtient :

COROLLAIRE 3.4. — Soit E un réseau euclidien de rang n > 0 et de premier minimum
M(E) > 4/n/2T.
Si Uon, définit X €|1, +oo[ par Uégalité A\, (E) = r/n/27), alors on a :
(3.8) bp(1) ==Y eI < (1 — BN
vel
Par ailleurs, par définition méme de R, (F), il existe x € Fy tel que |jv — xH p(E)
pour tout v dans E. Sil’on applique la proposition 3.2 a un tel point z et & r = Reo (E),

on obtient la premiere assertion du corollaire suivant :

COROLLAIRE 3 5 — Soit E un réseau euclidien de rang n > 0 et de myon de recou-
vrement Reoy(E) = +/n/27. On définit Re [1, 40| par l’égalité Reoy(E «/n/27rR

1l existe x € ER tel que

S el
(3.9) Ueie”“ < B(R)".

veE

Par conséquent,
(3.10) BR)" = 205 (1) — 1.

Pour établir (3.10), il suffit d’observer que, d’apres la proposition 3.3, le membre de
gauche de I'inégalité (3.9) est minoré par 2 covol(F) '6%(1)~! — 1, puis de faire appel
a '’équation fonctionnelle (1.13) reliant 65 et 6%+, qui montre que :

65(1) = (covol(E)) " 65 (1).
Nous sommes maintenant & méme de démontrer 'inégalité de transférence (1.16) :
Reoy(E) A (E7) < n/2.

Soit donc E un réseau euclidien de rang n > 0 et définissons R et \¥ par les égalités

Reow(E) = A/n/2r R et M(E") =+/n/2w\".

LEMME 3.6. — Lorsque min(S\V,é) >1,0na:

(3.11) B(R)™ +2B(A\Y)" = 1.
Démonstration. — Le corollaire 3.4, appliqué & E, montre que :
(3.12) 1—BA)" <z (1)1

La majoration (3.11) découle des inégalités (3.10) et (3.12). O
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Pour tout entier n > 0, posons :
tn := 71 (371") €], +ool.
Un calcul élémentaire montre que

tn <14 4/(log3)/n

tn =14+ 4/(log3)/n+ O(1/n) lorsque n —> +0o0.
A partir du lemme 3.6, on dérive une version plus précise de 'inégalité de Banaszczyk
(1.16) :

et que

PROPOSITION 3.7. — Pour tout réseau euclidien E de rangn > 0, on a :
(3.13) Reoy(E) M (E”) < t2n/27.

En fait, pour n > 3, ¢, < t3 = 1,605... < /7 = 1,772... et donc t?n/27 < n/2.
Ainsi l'inégalité (3.13) implique (1.16) lorsque n > 3. Lorsque n = 1, (1.16) est triviale,
et lorsque n = 2, elle découle de considérations élémentaires sur les bases réduites des
réseaux euclidiens dans le plan.

Démonstration de la proposition 3.7. — Supposons d’abord que
(3.14) Reow(E) = M(E") =: t.

D’apres le lemme 3.6, si t > 1, alors 3(t) = 37" et donc t < t,. Comme t, > 1,
cette majoration est encore vrai lorsque ¢ < 1. L’inégalité (3.13) en découle aussitot.

La validité de (3.13) en général découle de sa validité sous I'hypothese (3.14). En
effet, lorsque I'on remplace le réseau euclidien £ par E® O(§) avec § € R (c’est-a-dire
lorsque I'on multiplie la norme euclidienne définissant E par le facteur e~?), le produit
Reov(E). A (E") reste inchangé, alors, que par un choix convenable de §, la condition
(3.14) est satisfaite par £ ® O(§). (Cela découle aussitot de (2.4) avec ¢ = log A\{* et
Y =log RL.) O

cov*

4. FIBRES VECTORIELS SUR LES COURBES : FILTRATIONS DE
HARDER-NARASIMHAN ET PENTES

Dans cette section, nous rappelons divers résultats classiques concernant les fibrés vec-
toriels sur les courbes algébriques. Ces résultats jouent un role central dans I’étude des
espaces de modules classifiant ces fibrés vectoriels, et ’on pourra se reporter a [VLP85]
pour une présentation synthétique et des références sur ce sujet. Nous présentons ici
ces résultats en tant que « modeles » pour I'étude des réseaux euclidiens dans la suite
de cet exposé. Notamment les propositions 4.1 et 4.2 ont été formulées explicitement
parce qu’elles apparaitront comme les analogues géométriques du théoreme 1.3.

Soit C' une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur un corps k. On
notera K := k(C) le corps des fonctions rationnelles sur C'.
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Un fibré vectoriel E sur C' est un faisceau cohérent localement libre sur C. Tout
sous-faisceau cohérent F' de E est encore un fibré vectoriel sur C'. On dira que F' est
un sous-fibré vectoriel de E lorsque le faisceau quotient F/F est sans torsion, et définit
donc un fibré vectoriel.

La fibre Fx de E au point générique de C'— a savoir, I’espace des sections rationnelles
de E sur C' — est un K-vectoriel de dimension finie. Si F' est un sous-faisceau cohérent
de E, Fi est un sous-K-vectoriel de E, et cette construction met en bijection les
sous-fibrés vectoriels de E et les sous-K-vectoriels de E.

On dispose d’opérations tensorielles sur les fibrés vectoriels : si F est un fibré vectoriel
sur C, on peut définir le fibré dual EV et, pour tout n € N, la puissance tensorielle E®"
et extérieure A" E'; & deux fibrés vectoriels E et F sur C, on peut associer leur produit
tensoriel £ ® F' et le fibré vectoriel Hom(E, F) ~ EY ® F.

4.1. Invariants des fibrés vectoriels
A un fibré vectoriel E sur C' sont associés les invariants suivants
— son rang
rk = dimg EFx € N;
— son degré(®
deg F € Z.
— lorsque rk F > 0, sa pente :

deg £
ILL( )_ k B EQ'

Ces invariants satisfont aux propriétés suivantes :
(i) Pour tout fibré vectoriel E sur C' et tout sous-fibré vectoriel F' de E,

(4.1) deg E' = deg F' + deg E/ F;

(ii) Si £ est un fibré vectoriel de rang > 0 et L un fibré en droites sur C, on a :
W(E®L) = u(E) +deg L.

Plus généralement, si £/ et I’ sont deux fibrés vectoriels de rang > 0 sur C, on a :
WE®F) = pu(E) + p(F).

(iii) Si ¢ : B — E’ est un morphisme de faisceaux de Oc-modules entre deux fibrés
vectoriels qui est un isomorphisme au point générique :

QOKEK;E}(,

(®)Rappelons que, lorsque E est de rang 1 (un fibré en droites), donc isomorphe au faisceau O¢ (D)

associé au diviseur D = ».._, n;P; d'une section rationnelle non-nulle de E (défini par une famille

(P,)icr de points fermés de C, affectés de multiplicités (n;)ie; € Z'), on a : deg E = deg Oc(D) =

deg D := 3. ni[k(F;) : k]. Pour un fibré E de rang quelconque, on se ramene aux fibrés en droites
s 12 . s . rk E

en considérant sa puissance extérieure maximale : deg F := deg A"~ F.
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alors
deg E < deg F,
et ’égalité a lieu si et seulement si ¢ est un isomorphisme.
En particulier, pour tout sous-faisceau cohérent F' de E, on a

deg F' < deg F™",

avec égalité si et seulement si F' est un sous-fibré vectoriel de E.
(iv) Soient Fy et Fy deux sous-faisceaux cohérents d'un fibré vectoriel £ sur C. On
peut alors considérer les sous-faisceaux cohérents Fy n Fy et F} + F5 de F et 'on a :

(4.2) deg(Fy N Fy) + deg(Fy + Fy) = deg Fy + deg Fy.

Si de plus Fy et Fy sont saturés dans F, le faisceau Fy; n Fy lest aussi (mais pas
nécessairement F; + Fy) et 'on a :

(4.3) deg(Fy N Fy) + deg(Fy + F3)™" > deg F| + deg F.

(v) Pour tout fibré vectoriel E sur C| il existe ¢(E) dans R tel que, pour tout sous-

faisceau cohérent F' de F,
deg F' < ¢(F).

(vi) Pour tout fibré vectoriel E sur C, de fibré vectoriel dual EY := Hom(E, O¢),

on a :
deg Y = —deg E.

De plus, si F' désigne un sous-fibré vectoriel de E et si F* < EV est annulateur de F
dans EV, on dispose d'un isomorphisme canonique :

F+ = (E/F)";
on en déduit :

(4.4) deg F* = deg F — deg E.

4.2. Filtration canonique et pentes d’un fibré vectoriel

On dit qu'un fibré vectoriel £ de rang non nul est semi-stable lorsque, pour tout
sous-fibré vectoriel (ou, de fagon équivalente, pour tout sous-faisceau) non nul F' de E,
on a :

u(F) < p(E).
Harder et Narasimhan ont montré que les propriétés (i) a (v) du degré permettent

d’attacher a tout fibré vectoriel £ sur C' de rang non nul une filtration canonique — la
filtration de Harder-Narasimhan — de F,

Eyh=0c k< ---C Ex=F.

C’est 'unique filtration de longueur N € N.(, par des sous-fibrés vectoriels E; de F tels
que les quotients E;/FE;_; soient semi-stables, de pentes strictement décroissantes :

(4.5) u(Er) > p(Ez/Ey) > ... > p(En/En-1).
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(Voir [HNT75]; cette construction est étroitement liée a la théorie de la réduction sur
les corps de fonctions développée par Harder dans [Har69]. Tjurin avait introduit une
construction analogue dans [Tju66].)

Nous rappelons dans 'appendice A la construction de ces filtrations canoniques,
dans un cadre formel général, concernant un ensemble ordonné muni d’une fonction
«rang » r et d'une fonction « degré » d idoines. On retrouve la construction de [HN75]
en appliquant cette construction générale a I'ensemble ordonné (£(E),<) des sous-
faisceaux cohérents de F munis de l'inclusion, et aux fonctions r :=rk et d := deg. On
la retrouve également en appliquant le formalisme des pentes au sous-ensemble E (E)
de E(F) défini par les sous-fibrés vectoriels de E. Les hypotheses (2) et (3) de sous-
additivité et de finitude sur lesquelles s’appuie la construction générale de ’appendice
sont satisfaites ici d’apres les points (iv) et (v) du paragraphe précédent.

En utilisant additivité (4.1) du degré dans les suites exactes courtes, on vérifie
que la filtration de Harder-Narasimhan peut aussi se décrire, comme ci-dessus, en
terme des sous-quotients E;/FE;_; : et que les pentes successives du polygone canonique
de F, construit comme dans 'appendice A en termes de 'envoppe convexe des points
(rk F,deg F') associés aux sous-fibrés vectoriels F' de F, sont précisément les pentes
(4.5). En particulier, la fonction P de [0,rk E] vers R associée par la construction de
I'appendice A & (£(F), c,rk,deg) — son graphe est le polygone canonique de E — est
affine sur chaque intervalle [rk E;,tk E; 1] (i € {1,..., N}) et satisfait

P(rk E;) = deg E; pour tout i € {0,..., N}.

On observera que E est semi-stable précisément lorsque sa filtration de Harder-
Narasimhan est triviale (N = 1), ou encore lorsque son polygone canonique est un
segment de droite. En outre, on vérifie aisément que

pmax(B) 1= p(Er) = max p(F),

fimin(E) = p(En/En—1) = F:rl?‘slaltlgEM(E/F)7

et que, si L est un fibré en droites sur C,
Pnax (B ® L) = fimax (E) + deg L,
,U/min(E ® L) = ,umin(E) + deg L.

Enfin, comme l'application (F' — F1) établit une bijection entre sous-fibrés vec-
toriels de E et sous-fibrés vectoriels de EV, 1'égalité (4.4) montre que, pour tout
ze[0,rk E], on a :

(4.6) Pgv(z) = Pe(tk E — x) — deg E.
En particulier, les pentes de £V sont les opposés des pentes de E'; notamment :

,umin(E) = _/jlmax(Ev )
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4.3. Groupes de cohomologie et pentes

Si E est un fibré vectoriel sur C, les groupes de cohomologiec H*(C, E) sont des
k-vectoriels de dimension finie, nuls si 2 > 1. On pose :

h'(C, E) := dim, H'(C, E).

Siwe = QF i, désigne le fibré en droite canonique de ', on dispose des isomorphismes
de dualité de Serre

H'(C,E) ~ Homy(H"(C, E¥ Qwc), k)
et donc des égalités de dimension :
(4.7) R(C,E) = h' 7 (C, EY @we).

Si g désigne le genre de C, défini comme g := h!'(C,O¢), la caractéristique d’Euler-
Poincaré de E est donnée par la formule de Riemann-Roch :

x(C,E) := h°(C,E) — h'(C, E)

(4.8) =h(C,E) - h’(C,EY Quwc) =deg E +1k E (1 — g).

La formule de Riemann-Roch implique notamment la minoration (inégalité de Rie-
mann) :
(4.9) RY(C,E) = deg E + 1tk E (1 — g).

En particulier, si E est non nul et si u(E) +1— g > 0, alors H*(C, E) # {0}. On en
déduit aussitdt que si E est un fibré vectoriel non nul sur C' tel que pimax(E) > g — 1,
alors H°(C, E) # {0}.
Inversement, si H°(C,E) # {0}, c’est-a-dire §'il existe un morphisme injectif de
faisceaux de Oc-modules s : Oc —> E, on a alors : pimax(E) = 1(O¢) = 0.
Supposons maintenant que C' est muni d’un diviseur D de degré 1. Pour tout n € Z,
nous pouvons considérer le fibré vectoriel

E(nD):= E® Oc(nD).

Il satisfait a
fimax (E(nD)) = pmax(E) + n.
Les observations précédentes, appliquées aux fibrés vectoriels E(nD), impliquent aus-

Sitot :

PROPOSITION 4.1. — Pour tout fibré vectoriel E de rang non nul sur C, il existe un
entier s°(E) tel que, pour tout k € 7Z,

H°(C,E(—kD)) = {0} = k > s°(E).

9)Un tel diviseur existe notamment lorsque le corps k est algébriquement clos (il suffit alors de prendre
pour D le diviseur défini par un point de C'(k)) et lorsque k est fini.
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De plus,
(4.10) fimax(E) = g < 8°(E) < pimax(E).
On en déduit, par dualité de Serre :

PROPOSITION 4.2. — Pour tout fibré vectoriel E de rang non nul sur C, il existe un
entier s'(E) tel que, pour tout k € 7Z,

HY(C,E(kD)) = {0} = k > s'(E).
Ona :
sHE) = s"(BY ®@we)
et
—pmin(E) + 9 —2 < 31<E) < —Hmin(E) + 29 — 2.

On observera que, d’aprés la formule de Riemann-Roch, pour tout entier k¥ > s'(E),
on a:

(4.11) h(C,E(kD)) =tk E(k + 1 — g) + deg E.
En outre, pour tout k € Z,

s%(E(kD)) = s°(E) + k et s'(E(kD))=s'(E)—k.

5. L’ ANALOGIE ENTRE RESEAUX EUCLIDIENS ET FIBRES
VECTORIELS SUR LES COURBES

L’un des avatars de 'analogie entre corps de nombres et corps de fonctions algé-
briques d’une variable est I’analogie entre réseaux euclidiens et fibrés vectoriels sur une
courbe C| projective, lisse et géométriquement irréductible sur un corps k.

Dans cette analogie, le corps Q tient la place du corps K := k(C), et I’ensemble
des places de Q (qui s’identifie a la réunion disjointe des points fermés de SpecZ —
autrement dit, des nombres premiers — et de la place archimédienne de QQ, définie par
la valeur absolue usuelle) tient le role de ’ensemble des points fermés de C.

En particulier, le Q-vectoriel Eg associé & un réseau euclidien E tient la place de
la fibre Ex dun fibré vectoriel E au point générique de C'; les réseaux euclidiens F'
associés a des sous-Z-modules F' de E (resp. a des sous-Z-modules saturés) jouent le
role des sous-faisceaux cohérents (resp. des sous-fibrés vectoriels) de FE, et les suites
exactes courtes admissibles de réseaux euclidiens (1.5) celui des suites exactes courtes
de fibrés vectoriels sur C.

Sous une forme parfois vague, ces analogies sont trés anciennes (voir par exemple
[Wei39] et [Eic66], Chapter I). Il est remarquable qu’elles puissent étre étendue dans
diverses directions, et, dans cette section, nous décrivons comment les diverses construc-
tions discutées dans la section 4 admettent des analogues, souvent étonnamment précis,
concernant les réseaux euclidiens.
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Il s’avere que l'invariant s'(F) associé a un fibré vectoriel £ dans le paragraphe 4.3
posséde comme avatar dans le monde des réseaux euclidiens l'invariant 7. (F) introduit
par Micciancio et Regev ([MRO7]) sous le nom de smoothing parameter, ou plutét une

version logarithmique de ce dernier :
(5.1) séﬁ(E) = logn.(F).

Ces auteurs étaient motivés, non par l'analogie entre corps de nombres et corps
de fonctions, mais par les applications des réseaux euclidiens a la cryptographie : le
smoothing parameter n.(E) d’un réseau euclidien E := (E, |.|) est le réel X tel que la
mesure

covol(E) Z Oy
veE
sur Fr devienne, a un seuil € > 0 fixé, « indiscernable » de la mesure de Lebesgue apres

I 112

convolution avec la mesure gaussienne centrée de variance \~ sur Fg. Formellement,

n-(F) est défini par I'égalité :
(52) 0 (1(E)?) = 1+ =

L’article [MRO7] montre aussi comment ce nouvel invariant intervient naturellement
lorsque 1'on étudie les invariants classiques des réseaux euclidiens par les techniques de
Banaszczyk présentées dans la section 3.

Le « smoothing parameter » 7.(E) s’est ensuite imposé comme un invariant fonda-
mental dans les travaux consacrés aux réseaux euclidiens dans une perspective cryp-
tographique (voir [CDLP13], [DRSD14], [DR16], [RSD17b], et notamment [APSD18§]
pour des résultats et des références récentes).

5.1. Degré, pentes et semi-stabilité des réseaux euclidiens

Dans 'analogie entre réseaux euclidiens et fibrés vectoriels sur une courbe C| le rang
des premiers correspond évidemment au rang des seconds, et le degré d’Arakelov (1.6)
(resp. la pente (1.7)) au degré et la pente. L'additivité (1.9) du degré d’Arakelov dans
les suites exactes courtes admissibles est analogue a I’additivité (4.1) du degré des fibrés
vectoriels sur les courbes.

Aux morphismes ¢ : E; — FE5 de faisceaux de Og-modules entre deux fibrés
vectoriels F; et Fy sur C' correspondent, deux réseaux euclidiens F, := (Ey,|.|1)
et By := Eo,|.|2) étant donnés, les morphismes de Z-modules ¢ : E; —> Fy tels
que, pour tout x € Ejg, on ait : [p(z)]l2 < |z[;. L'existence d’un morphisme tel que
g : Eig — Fs g soit un isomorphisme implique 'inégalité

deg Ey < deg B
entre degrés d’Arakelov.

Bien entendu, alors que le degré des fibrés vectoriels prend des valeurs entieres, le
degré d’Arakelov des réseaux prend des valeurs réelles arbitraires.
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Dans sa note [Stu76], Stuhler a observé que le degé d’Arakelov satisfait aussi & une
propriété de sous-addivité analogue a (4.3) et que cela permet d’associer a tout réseau
euclidien une filtration canonique, a la Harder-Narasimhan.

Précisément, si E := (E, |.|) est un réseau euclidien, alors, pour tout couple (F}, Fb)
de sous-Z-modules de F, I'inégalité suivante est satisfaite :

(5.3) deg i~ Iy + deg Fy + Iy > deg 'y + deg Fo.
En effet, la suite exacte courte de Z-modules
0—>F1ﬂF2—>F1@F2—>F1+F2—>O,

définie par 'application somme de F} @ F, vers F} + F,, détermine un isomorphisme de
Z-modules libres de rang 1 :

o AR @ AT, ~ AT @ Fy) s AT A ) @ AT(F) 4 ),
et par définition du degré d’Arakelov, on a :
deg Fy N Fy + deg (R + Fy) — deg Fy + deg Fy = log e,
ou [pr| désigne la norme de I'isomorphisme
or : A" r Qr AT Fy g —> AT (Fir N For) Qr A" (Fir + FoR)

lorsque ’on muni les puissances extérieures de Fig, ... des structures euclidiennes qui
se déduisent de celles définies par la norme euclidienne |.| sur Eg. Or cette norme(!?)
est toujours < 1, comme on le voit en 'exprimant au moyen de bases orthonormées
idoines de Fir et 5.

Lorsque les sous-Z-modules F} et Fy sont saturés dans E, F}; n F; l'est encore et (5.3)
implique aussitot :

(5.4) deg 71 A Iy + deg (Fy + Fo)™ > deg Fy + deg Fo.

Si E est un réseau euclidien de rang n > 0, on peut alors appliquer le formalisme des
pentes présenté dans 'appendice A a I'ensemble ordonné (E£(F), <) des sous-Z-modules
de F muni de l'inclusion et aux fonctions r :=rk et d := (F — (TeTgF). La propriété
de monotonie (1) de I'appendice A est en effet immédiate; I'inégalité (5.3) établit la
sous-additivité (2), et la finitude (3) découle de l'interprétation de —(Te\gf, pour un
sous-Z-module saturé F' de E, comme hauteur logarithmique du point de Pliicker dans

P(A™F Eg) associé au sous-Q-vectoriel Fy de Eg.
On attache ainsi & E une application

PE . [0, ?7,] — R
(19 Lorsque F} et F, sont de rang 1 et que Fy nF, = {0}, cette norme est | sin a|, olt @ désigne 'angle des

deux droites Fi g et Fy g dans l'espace euclidien (Eg, |.|). En général, |or| admet une interprétation
géométrique analogue; cf. [Sch67], Part II.
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concave et affine sur chaque intervalle [i — 1,7], 1 < i < rk E. Le graphe de E est le
polygone canonique de E ; ses sommets sont les images par I'application (rk, deg) des
sous-réseaux £;, 0 < i < N, associés a une filtration canonique de E,

Ey=0c bk <---CEy=EF,

par des sous-Z-modules saturés. On obtient encore Pg et la filtration canonique en
appliquant le formalisme des pentes au sous-ensemble Eg,(E) de E(F) défini comme
I’ensemble des sous-Z-modules saturés de E.

Comme dans la situation géométrique, le réseau euclidien E est dit semi-stable lorsque
tout sous-Z-module (ou de fagon équivalente, tout sous-Z-module saturé) non nul F
de F satisfait a

A(F) < A(E).
c’est-a-dire lorsque la filtration canonique de F est triviale, ou encore lorsque son poly-
gone canonique est un segment de droite. La semi-stabilité d’un réseau euclidien E est
inchangée par changement d’échelle, c’est-a-dire lorsque 1'on remplace E par EQ@ O(\),
AeR.

Ici encore, 'additivité du degré d’Arakelov dans les suites exactes courtes admissibles
(1.9) montre que les réseaux euclidiens sous-quotients F;/F; 1 attachés a la filtration
canonique de E sont semi-stables, de pentes strictement décroissantes :

ﬁ(Eﬁ > ﬁ(EQ/El) >0 > ,LL(EN/EN_l)‘

Pour tout k € {1,...,n}, la k-itme pente de E est la pente de Pz sur [k — 1,k] :

A(E) := Py(k) — Py(k - 1).

On a par construction™? :

et

On définit encore :

et

ﬁmin(E) = ﬁn(E) = ﬁ(EN/EN—l) = lelgsgtlcE:a(E/F)

On voit facilement, en utilisant encore 'additivité du degré d’Arakelov, qu’une somme
directe de réseaux euclidiens semi-stables de méme pente p est encore semi-stable de
pente p.

(1 Cette suite est la suite des pentes [i(E;/E;_1) de la filtration canonique, chacune répétée
rk (Ei/Ei_l)—fOiS.
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Les pentes des sommes directes de réseaux euclidiens de rang 1 se calculent aisément.
Avec les notations du paragraphe 2.2, il vient :

(5.5) ﬂk(%l O(t) = t.

Les égalités (2.2) et (5.5) montrent ainsi que, lorsque E est une somme directe de
réseaux euclidiens de rang 1, jix(E) et log \g(E)™!
de la proposition 2.1 lorsque ¥ = [ entraine aisément sa validité pour chacune des

coincident. Par ailleurs, la validité

pentes [i;, 1 <i < n.

En faisant appel a la théorie de la réduction, comme dans le paragraphe 2.5, on en
déduit que pour tout entier n > 0, il existe c(n) € R, tel que, pour tout réseau euclidien
E de rang n et tout i € {1,...,n}, on ait :

(5.6) 1:(E) —log \i(E) ™| < c(n).

(Voir par exemple [Bor05]). Les pentes successives de E apparaissent ainsi comme des
avatars des (logarithmes des inverses) de ses minima successifs.

Les propriétés formelles des pentes sont toutefois plus satisfaisantes que celles de ces
derniers. Par exemple, en utilisant la compatibilité du degré d’Arakelov et des suites
exactes courtes admissibles a la dualité (¢f. 1.3.1 et 1.3.2), on obtient par un argument
analogue a celui conduisant a (4.6) :

Pz (z) = Pg(n — ) — deg E.
Ainsi les inégalités de transférence du type (1.15) reliant les minima successifs d’un
réseau euclidien et de son dual prennent la forme d’égalités entre pentes :
[i(E”) = —fins1-(E) pour tout i e {1,...,n}.

En particulier, en faisant ¢ = n, on trouve :

//)/min(Ev) = _,amax(E)'

Il est immédiat que, pour tout entier n > 0, la partie St,, de R,, parametrant les
réseaux euclidiens semi-stables est fermée. Compte-tenu de (5.6) (avec i = 1), le critere
de Mabhler (théoréme 2.4) montre que l'intersection

0. 0
St, = St, "R,
qui parametre les réseaux euclidiens semi-stables de rang n et de pente nulle, est com-

pacte. 11 est facile de décrire le bord de St,, dans R,, (voir par exemple [Gra84)) :

PROPOSITION 5.1. — Soit E un réseau euclidien de rang n > 0 semi-stable. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) La classe [E] de E dans R, appartient au bord 0St, := St,\St, du fermé St,,.
(2) Il existe un sous-Z-module saturé F' dans E tel que

0<rtkF <tkE et [(F)=p(E).
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Lorsque ces conditions sont réalisés, F' et E/F sont des réseaur euclidiens semi-stables

(de pente [i(E)).

Cet énoncé reste valable lorsque l'on remplace R,, (resp. St,) par RY (resp. St?).

(On a alors i(E) = u(E/F) = u(E) =0.)

Signalons aussi que les domaines de ’espace R,, définis par des inégalités sur les pentes
des réseaux euclidiens apparaissent dans les travaux sur la formule des traces d’Arthur-
Selberg, dans le contexte plus général des quotients arithmétiques associés a des Q-
groupes réductifs arbitraires. En fait, les constructions géométriques qui sous-tendent
les opérations de troncature mises en oeuvre dans la formule des traces apparaissent
comme une généralisation du formalisme des pentes décrit dans ce paragraphe (voir
notamment [Art78] (Section 6) et comparer a [Gra86] et [HS97]; voir aussi [Cas04]).

Mentionnons enfin les beaux résultats de Shapira et Weiss ([SW14], [SW16]) concer-
nant les propriétés géométriques et dynamiques du lieu semi-stable St° dans RC et leurs
applications a des questions classiques de géométrie des nombres.

5.2. Les invariants h} (E), hY(E) et h}(F)

Dans la littérature apparaissent plusieurs invariants des réseaux euclidiens qui jouent
le role de la dimension h°(C, E) de I'espace des sections d'un fibré vectoriel E sur une
courbe C' ou de la dimension h!'(C, E) de son premier groupe de cohomologie.

5.2.1. L’invariants h,(F). — Avec les notations de la section 4, le k-vectoriel
H°(C, E) s’identifie au k-vectoriel Homp,(Oc, E) des morphismes de faisceaux de
Oc-modules de O¢ vers E. Lorsque le corps k est fini, de cardinal ¢, ¢c’est un ensemble
fini et l'on a :

log |H Oc, E
K(C, B) = dimy Homo, (Oc, E) — 12 onlaoch( o, B)|

Cela conduit & considérer 'ensemble des morphismes de O(0) = (Z, |.|) vers un réseau
euclidien E := (E, |.|) — il s’identifie & 'ensemble fini En B (0, 1) des points du réseau
dans la boule unité de (Eg, |.|) — puis & poser :

(57) hOAr(E) = log |E M PH‘”(O, 1)|

Cette définition apparait implicitement chez Weil [Wei39] et Arakelov [Ara75] et plus
explicitement dans les présentations de la géométrie d’Arakelov dans [Szp85] et [Man85]
(voir aussi [GMS91]).

5.2.2. Les invariants h)(E) et hjy(F). — On peut aussi former la série théta 63 asso-
ciée a un réseau euclidien F := (E, |.|) :
05(t) = Z el pour tout ¢t € R¥,
veE
(cf. 1.3.3 supra) et poser :
(5.8) hy(E) = logb5(1) =log > e ™I e R

veEE
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Le fait que l'invariant h)(F) ainsi associé¢ a un réseau euclidien soit I’analogue de
l'invariant h°(C, F) associé a un fibré vectoriel sur une courbe est une découverte de
I’école de théorie des nombres allemande, et remonte au moins a F. K. Schmidt. En effet,
si 'on compare les démonstrations, dues respectivement & Hecke ([Hecl7]) et & Schmidt
([Sch31]) du prolongement analytique et de ’équation fonctionnelle de la fonction zéta
associée a un corps de nombres et au corps de fonctions K := k(C') associé a une courbe
(projective, lisse, géométriquement connexe) sur un corps fini de cardinal ¢, on voit que

les quantités
Z eIl

veE
associées a une réseau euclidien E := (F, |.|) jouent le méme role que les expressions

th(c,E)_

Un point clé de la démonstration de Schmidt est en fait que la formule de Riemann-
Roch pour un fibré (en droites) sur une courbe y joue un réle comparable a la formule
de Poisson (1.13), qui relie 65 et 65v.

Cette formule, évaluée en t = 1, devient en effet :

05(1) = (covol(B)) 05+ (1)
et peut encore s’écrire :
(5.9) W(E) — h)(E") = deg E.

Cette égalité est formellement analogue a la formule de Riemann-Roch sur une courbe C'
de genre 1 (donc de fibré canonique trivial), et conduit a poser :

hy(E) := hy(E"),
de sorte que (5.9) deviennent la formule de « Poisson-Riemann-Roch » :
(5.10) W)(E) — hy(E) = deg E.

Au cours des dernieres décennies, ces définitions sont apparues notamment dans le
journal mathématique de Quillen [Qui] (voir les entrées des 24/12/1971, 26/04/1973
et 01/04/1983), dans [Roe93], [Mor95], et plus récemment dans les articles de van der
Geer et Schoof [vdGS00] et Groenewegen [Gro01].

5.2.3. Varia. — 1l est rassurant de savoir que 'on peut réconcilier les définitions (5.7)
et (5.8) des invariants A%, (E) et hY(E), I'un et Pautre candidats a tenir la place de
hY(C, E) pour les réseaux euclidiens.

En premier lieu, pour tout réseau euclidien £ de rang n > 0, on peut établir les
inégalités :

—7 < hY(E) — h,(E) < (n/2)logn + log(1 — 1/27) %

La premiere inégalité est immédiate, et la seconde se démontre au moyen des techniques
de Banaszczyk présentées en section 3 (voir [Bos15], section 3).
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En outre, on peut relier h)(E) a une version « stable » de invariant h,(FE) et établir
I’énoncé suivant par un argument de grandes déviations :

PROPOSITION 5.2 ([Bosl5], Theorem 3.4.5). — Pour tout t € R* | posons :
hae(E,t) :=log|{v e E | [v]* < t}].

Alors, pour tout t € RY, la limite suivante existe dans Ry :

o 1 .
W(E, ) = lim — 1S (E®" nt).

n—-+o n,

De plus, les fonctions log6%(3)(= hY(E ® O((1/2)1og 87Y)) et b, (E,t) se déduisent

l'une de lautre par dualité de Legendre ; a savoir, pour tout v € R, on a :

Wao(B, ) = inf (mfz + log 05:(8))
>
et, pour tout € R% :
log 05(8) = sup(h},(E, ) — wpx).

>0

Nous renvoyons & [Bos15], Chapter 3 et Appendix A, pour la démonstration et pour
divers développements de ce résultat.

Rappelons aussi que les réseaux euclidiens ne sont que le cas particulier, correspon-
dant au corps K = Q, des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, attachés a un corps
de nombres K. L’analogie entre fibrés vectoriels sur une courbe et réseaux euclidiens
s’étend en une analogie entre fibrés vectoriels sur une courbe et fibrés vectoriels sur
Spec Ok, ou K est un corps de nombres arbitraire. Cela constitue en fait son cadre
naturel : travailler avec des corps de nombres K arbitraires correspond a considérer des
courbes C' de genre g > 1 quelconques. Les invariants hj(F) s’étendent a ce cadre (qui
était déja en substance celui de [Hecl7]). Nous renvoyons a [Bosl5], Chapter 2, pour
leur étude dans cette situation plus générale.

Soulignons enfin que les séries théta (1.14) associées aux réseaux euclidiens appa-
raissent dans divers domaines des mathématiques et de la physique mathématique, et
ont donné lieu a de multiples travaux, dans des perspectives tres diverses. Citons par
exemple les travaux sur les valeurs extrémales des fonctions théta, inspirés par la théo-
rie classique des formes modulaires ou automorphes (sur lesquels on pourra consulter
[SS06] et ses références), les travaux sur le « Gaussian core model » ; motivés par I’étude
des empilements de sphéres et la physique statistique ([CACI16]) et divers travaux de
cristallographie et de physique du solide (voir par exemple [BP17]).

5.3. Les analogies entre h)(E) et h°(C,| E)

Une différence, qui peut sembler de taille, entre les invariants h(FE) et hj(E) des
réseaux euclidiens et des dimensions h°(C, E) et h'(C, E) des groupes de cohomologie
des fibrés vectoriels est que les premiers sont réels, alors que ces derniers sont entiers,
et que, lorsque F est de rang non nul, les premiers ne sont jamais nuls.
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Ceci étant, les analogies entre les propriétés des uns et des autres sont particuliere-
ment frappantes. Nous allons en décrire trois, par ordre chronologique et de difficulté
croissante.

5.3.1. Comportement asymptotique de loglz. — A partir de D'égalité
f el dmz(z) =1,
Eg

en approchant I'intégrale par des « sommes de Riemann » sur le réseau v/tE, ol t € R%
tend vers 0, on obtient :

i —mtv]? _
t1_1>r%1+ covol 1;96
ou encore :
(5.11) log 0z(t) = —(rtk E)/2 log t + cTe\gE +o(1) quand t — 0;.

En posant A = —1/2logt, on obtient donc :
WE@ON) =tk EX+ degE + () avec limy o0 e(A) = 0.

Ainsi reformulée, I'expression asymptotique (5.11) de 65(t) pres de 0 devient 'ana-
logue de I'expression (4.11) pour le « polynéme de Hilbert » d’un fibré vectoriel sur une
courbe de genre g = 1.

L’expression (5.11) est aussi une conséquence de la formule de Poisson (1.13), qui
montre en outre que le terme d’erreur £(\) décroit extrémement rapidement a 'infini :
il existe ¢ € R% tel que, lorsque A — +00,

A2

e(\) = O(eM).

5.3.2. Suites exactes courtes admissibles et invariants théta. — Une seconde analogie
entre les propriétés de h)(E) et de h°(C, F) concerne leur compatibilité avec les sommes
directes et, plus généralement, les suites exactes courtes :

PROPOSITION 5.3. — 1) Si Ey et Ey sont deux réseaur euclidiens, on a :
(5.12) hy(E, ® Ey) = hy(E1) + hy(Ey).
2) Pour toute suite exacte courte admissible de réseauz euclidiens
0—F - E-E/F—0,
ona :
(5.13) WY(E) < hY(F) + WY(E/F).

L’égalité (5.12) est immédiate. L’inégalité (5.13) découle aisément de (3.1), qui montre
que, pour tout a € E/F,

S ol 2 —x| f|2
e o577 3 eI

vep~1(a) feF
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et a été observée par Quillen ([Qui], entrée du 26/04/1973) et Groenewegen ([Gro01],
Lemma 5.3).

5.3.3. Un théoreme de Regev et Stephens-Davidowitz. — Reprenons les notations de
la section 4. Soient E un fibré vectoriel sur C' et F} et F, deux sous-faisceaux cohérents
de E. On peut former une suite exacte courte de fibrés vectoriels sur C' :

0—>F1ﬁF2—>F1@F2—>F1+FQ—>O,

ou le morphisme de F; @ F; vers I} + F5 est 'application somme. On en déduit aussitot
une suite exacte de k-vectoriels de dimension finie :

0— HO<C, F1 M FQ) — HO(C, El) @HO(C, EQ) — H[)(C, F1 + FQ),
puis I'inégalité suivante entre leurs dimensions :
R(C, F1) + h°(C, Fy) < h°(C, Fy n Fy) + h°(C, Fy + F).

En réponse a une question de McMurray Price (voir [MP17]), Regev et Stephens-
Davidowitz ont montré qu’un telle inégalité reste valide ne varietur pour les réseaux
euclidiens et leurs invariants h) :

THEOREME 5.4 ([RSD17al]). — Soit E un réseau euclidien et soient Fy et Fy deux
sous-Z-modules de E. On a alors :

ho(F1) + hyg(Fa) < hg(Fy n Fy) + hy(Fy + F).
Nous renvoyons a [RSD17a] pour la démonstration, élémentaire mais extrémement
ingénieuse.
5.4. Les invariants sy _(E) et s;_(F)

5.4.1. Définitions. — Soit E un réseau euclidien de rang > 0. Il est immédiat que la
fonction 6 est un difféomorphisme analytique décroissant de R* sur |1, +oo[. Pour tout
g > 0, on peut donc définir

_ 1 _
sg.(E) = 5 log@il(l +¢)
et 1
sp(E) = §log 9%3 (1+¢).
Ainsi, pour tout Ae R, on a :
A > sy (E) <= 05(c™) <1+e <= hy(E®O(-))) < log(l +¢)

et
A> s (E) <= b0z () < 1+¢c <= h(EQO(N)) < log(l +¢).

De plus on a :

et, pour tout 0 € R,
50 (E®O(0)) = 55 (E) +6 et s (E@O(9)) = s55.(E) — 6.
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Comme indiqué dans I'introduction de cette section, I'invariant sj _(E) est une version

logarithmique du « smoothing parameter » 7.(F) introduit par Micciancio et Regev
dans [MRO7] (cf. (5.1) et (5.2) supra).

Les invariants 7.(E) et séjs dépendent du parametre €. Le choix de ce parametre est
anodin, du moins pour les applications qui en sont décrites dans cet exposé. En effet,
si € et € sont deux réels dans ]0,1[, il existe ¢(e,e’) € Ry tel que, pour tout réseau
euclidien £ de rang non nul, on ait :

|Sé,5’ (E) - Sé,E(E)| < 0(57 5/)‘
Cela résulte de ’énoncé plus précis suivant :

PROPOSITION 5.5 ([CDLP13], Section 2). — Pour tout réseau euclidien E de rang
non nul, sp . est une fonction décroissante de € € R% | et s — (1/2)logloge™" est une
fonction croissante de € €]0, 1].

Démonstration. — La premieére assertion est évidente. La seconde découle de I'inégalité,
valable pour tout z € R* et tout ¢ € [1, +0],

O5(tr) — 1 < (65(x) — 1)~

Dans la suite, comme dans [RSD17b], nous choisirons ¢ = 1/2.
5.4.2. Reformulation du théoreme 1.3. — En terme des invariants 3271 /Z(E) et
sé,l /2 (E), on peut reformuler le théoréme 1.3 de la maniére suivante :
THEOREME 5.6. — Pour tout réseau euclidien E de rang n > 0, on a :
(5.14) 58,1/2(E> < flmax(E) + t(n),
ot l'on a posé t(n) :=log[10(logn + 2)].
De facon équivalente, on a :
(515) 55,1/2(E) < _ﬁmin(E) + t(?’l)

Le théoreme 1.3 apparait ainsi comme un avatar, concernant les réseaux euclidiens,
de la seconde inégalité dans I'encadrement (4.10) de invariant s°(E) associé & une fibré
vectoriel F sur une courbe. Observons que la premiere inégalité dans (4.10) se transpose
aussitot, en mimant sa démonstration, aux réseaux euclidiens : de la minoration

ho(E) = fimax(E)*,
conséquence de la « formule de Poisson-Riemann-Roch » (5.10) valable pour tout réseau
euclidien £ de rang > 0, on déduit aisément que, pour tout € € RY,
(5.16) fimax (E) —log(1 + ¢) < sy .(E).
Par dualité, on en déduit :

_ﬁmin(E) - log(l + 5) < S;,E(E)'
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La dépendance en la dimension n du réseau E dans I'inégalité (5.14) est asymptoti-
quement d’un ordre de grandeur optimal. En effet, lorsque E est le « réseau euclidien
trivial de rang n » O(0)®", défini par le réseau Z" dans R™ muni de la norme standard
|.|lss, on voit aisément que fimax(E) = 0 (E est un réseau semi-stable de pente nulle) et
que

32,1/2(E) = (1/2)loglogn + O(1) lorsque n —> +c0.

5.4.3. Les invariants sy (E) et sy (F) et la méthode de Banaszczyk. — Les invariants
n:(E) et n-(E"), ou de fagon équivalente sj_(E) et s)_(E), se révelent particulierement
utiles pour formuler les inégalités sur les invariants classiques des réseaux euclidiens
obtenues par la méthode de Banszczyk.

Les deux propositions suivantes illustrent ce principe.

PRrOPOSITION 5.7 ([MRO7], Lemma 3.2). — Pour tout réseau euclidien de rang n > 0,
on a :

(5.17) Spa-n(E) < (1/2)logn +log A (E") ™.

Démonstration. — Si I'on pose

po= (1/2)logn +log \i(E7) 7,
I'inégalité (5.17) est équivalente & :
Or
ME" ®@O(=N) =e* \(E") = /n>+/n/2m.
Le corollaire (3.4) s’applique donc au réseau euclidien £~ ® O(—\) et montre donc que :
Oz gon(1) < (1= B(V2m)") ™
On conclut en observant que

B(V2r) = V2mee™™ = 0,1786... < 1/4.

Ol
PROPOSITION 5.8 ([RSD17b], Lemma 6.1). — Pour tout réseau euclidien E de rang
n>0,ona:
(5.18) 10g Reoy(E) < log(1 + \/n/2m) + s, 5(E).

Démonstration. — Comme log Reoy (E ® O(9)) = log Reov(E) — 6 et 55 (E® O(0)) =
sp..(E) — 6, il suffit de montrer que

Reow(E) < 14 /n/2m

lorsque 35’1 2 (E) <0, c’est-a~dire lorsque 65 (1) < 3/2, ce que nous supposons désor-
mais.
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Clairement, nous pouvons aussi supposer que Re(F) > +/n/2m, puis poser
Reov(E) = A/n/27R, avec R € [1,+oo[. Linégalité (3.10) du corollaire (3.5) montre
alors que

BR)™ = 205 (1) —1>1/3.

Avec les notations du paragraphe 3.2, on en déduit que

R<BY(37Y") = t, <14 +/(log3)n.

On déduit que

Reoe(E) < A/n/27 + +/log3/21 < 1+ /n/27.

6. A PROPOS DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1.3

Dans cette section, nous présentons les grandes lignes de la démonstration du théo-
reme 1.3. Cette démonstration fait intervenir des résultats profonds de « géométrie
gaussienne » concernant les propriétés des mesures gaussiennes des domaines convexes
de R"™, notamment leurs propriétés d’isopérimétrie. Nous renvoyons a 'article [Lat02]
et 'exposé [Mau05] dans ce séminaire pour des présentations générales de ce sujet.

6.1. Préliminaires

6.1.1. Mesures gaussiennnes et parties G-isotropes de R"™. — Pour tout entier natu-
rel n et pour tout s € R, on définit la mesure de probabilité gaussienne v, sur R" par
I’égalité suivante, pour toute partie borélienne S de FEf :

(S 1= 57 | T (),
S

ou m désigne la mesure de Lebesgue sur R"™. L’inégalité

e g IS (1 j9) (el | ommltal/s?

montre que, pour toute partie borélienne symétrigue par rapport a 'origine S dans R"
et tout y e R", on a :

(6.1) 15(S +y) = ey (9),

Si x = (7;)1<i<n €st un élément de R™, vu comme vecteur colonne, on peut former la
matrice symétrique

x-te = (xx;) € M,(R).

On dira qu'une partie borélienne S de R™ est G-isotrope de paramétre s lorsque
J x-twdy(z) = S”J eIl 0ty dim(x) € R* I,,,
S s

ou I, := (0;j)1<ij<n- Cette notion est notamment étudiée dans [Bob11].
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6.1.2. Domaines de Voronoi. — Rappelons que le domaine de Voronoi V(FE) d’un
réseau euclidien E est le polytope convexe symétrique

V(E):={re Eg|Vee E, |z| < |z —e|}

La géométrie de ces polytopes est 'un des objets d’étude des mémoires [Vor08b| et
[Vor09]. Soulignons leur complexité lorsque n := rk ' est grand : comme le montre
Voronoi, V(F) posséde au plus (n + 1)! sommets et 2(2" — 1) faces de dimension n — 1,
et ces bornes sont atteintes. Le nombre de types combinatoires possibles pour ces poly-
topes, méme dans la situation primitive considérée par Voronoi, augmente rapidement
avec n.

Si F est une face de dimension n — 1 de V(F), il existe un unique vecteur v € E\{0}
tel que F' soit inclus dans 'hyperplan affine médiateur de 0 et v,

H,:={zeEg||z] = |z — [} = {z € Er | 2v,2) = |v[*}.
La face F' contient v/2; la face opposée —F' est associée au vecteur —v :
—-Fc-H,=H_,
et se déduit aussi de F par la translation (z — x —v) :
F—v=-F.

Cela montre que F' est invariante par la symétrie (z — v — x) de centre v/2.

A un ensemble Lebesgue-négligeable (contenu dans 0V(E)) pres, le domaine de
Voronoi V(FE) est un domaine fondamental pour l'action de E sur Eg. De plus, si
o : Ep/E — V(FE) est une section borélienne de la restriction & V(E) de I'application
quotient ¢ : Eg — Er/FE, on a :

|oogq(x)| < |z pour tout z € Eg.

On en déduit :

ProrosiTION 6.1 ([RSD17b], Corollary 2.8). — Pour tout domaine fondamental A
pour l'action de E sur Eg et toute fonction ¢ : R, — R, borélienne décroissante,
on a :

LﬂWWWM@>LWWM5WMﬂ

Il découle aussitot de la définition du rayon de recouvrement que

RCOV(E> = Inax HxH
)

zeV(

(Ce maximum est atteint en un sommet de Reo, (E).)
La construction de V(F) est clairement compatible aux sommes directes de réseaux
euclidiens : si E et Fy sont deux réseaux euclidiens, alors

V(E1®Ey) =V(E1) @V(E,).
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En particulier, on a :
RCOV(E]. @32)2 = RCOV(E].)Q + RCO\/(EQ)Z'
Considérons enfin une suite exacte courte de réseaux euclidiens
0—F-5E-E/F—0
et notons st la section de pg : Er — Egr/Fr d'image le supplémentaire orthogonal
de Fg dans l'espace euclidien (Eg, |.|). L’isomorphisme
Fr®(E/F)r — Eg
(z,y) > i(x) +s7(y)

est une isométrie qui envoie V(F) x V(E/F) sur le polytope
(6.2) A :=i(V(F)) + s*(V(E/F)),
qui constitue ainsi un domaine fondamental (& une partie négligeable pres) pour 'action
de E surFp.

Cette construction montre en outre que
(6.3) RCOV(E)2 < max HZH2 = max ||$H2 + max_ ”?JHQ = RCOV(F)2 + RCOV(E/F)Q'

zEA zeV(F)

yeV(E/F)
6.2. Mesure gaussienne des domaines de Voronoi

Les mesures gaussiennes 7 et la notion de G-isotropie se transportent aussitot sur
I’espace euclidien sous-jacent a un réseau euclidien.

Soit en effet £ := (E,|.||) un réseau euclidien. On définit la mesure de probabilité
gaussienne 7, sur Fr par ’égalité suivante, pour toute partie borélienne S de Fy :

Ys(S) = s7" L e~ mlel?/s? dmg(x).

Pour tout = € Eg, on note z - ‘x I'élément = ® (x, .)z de Endg(Er) ~ Er ® EY, et 'on
dit que S est G-isotrope de paramétre s lorsque

f z - dys(z) € RY1dg,.
s

La masse v5;(V(F)) du domaine de Voronoi V(E) de F relativement & la mesure 7,
est un invariant remarquable de E, qui joue un rdle central dans la démonstration du
théoreme 1.3. Il a été considéré classiquement dans I’étude du « Gaussian channel coding
problem » (voir [CS99], Chapter 3, Sections 1.3 and 1.4). Dans [CDLP13|, Chung,
Dadush, Liu et Peikert ont mis en évidence comment les mesures v,(V(E)) permettent
de contréler la fonction f%, ou de maniére équivalente les invariants n.(E"). Ils ont

notamment établi I'inégalité suivante :

PROPOSITION 6.2 ([CDLP13], Lemma 3.4 ). — Pour tout réseau euclidien E et pour
tout se R, on a :

(6.4) 0=(s7?). v (V(E)) < 1.
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Démonstration. — L’inégalité (6.1) montre que, pour tout v € E, on a :

eIy (V(E)) < %(V(E) +v).

L’inégalité (6.4) en découle en sommant sur v € E'; en effet, comme V(FE) est un domaine
fondamental pour 'action de F sur Eg, on a :

DV = 7(R") = 1.

veE

]

Les mesures v,(V(FE)) sont par ailleurs « surmultiplicatives » relativement aux suites
courtes admissibles :

PROPOSITION 6.3 ([RSD17b], Proof of Prop. 4.14). — Pour toute suite exacte courte
admissible de réseaux euclidiens

0—F-——E—E/F—0

et pour tout s € R, on a :

(6.5) W(V(E)) = v(V(F)) s (V(E/F)).
Démonstration. — Appliquer la proposition 6.1 avec pour A le domaine fondamental
(6.2) et pour ¢ la fonction (¢ — e~ ™/**). O

Le théoréme 1.3 découlera de la minoration suivante de I'invariant vy, (V(F)) des
réseaux euclidiens semi-stables :

THEOREME 6.4. — Pour tout réseau euclidien E de rang n > 0 semi-stable tel que
deg (E) =0, on a :

ou l'on a posé :

t(n) := 10(logn + 2).

La démonstration de ce théoreme fait 1'objet des trois prochains paragraphes. La
démonstration du théoreme 1.3 a partir du théoreme 6.4 sera enfin exposée au para-
graphe 6.6.



1152-43

6.3. Différentiation des intégrales sur les domaines de Voronoi

Soit n un entier > 0 et soit f : Ry — R une fonction de classe C*.

A tout réseau euclidien E de rang n, on peut associer le nombre réel
F(E) = covol(E) | f(Jal?)dms(a)
V(E)

Si v désigne la mesure de Haar sur le groupe de Lie compact Egr/E normalisée par
vg(Er/E) =1 et si
0 : Er/E — R,
est la fonction définie par

5([2]) = min |« — of?

pour tout x € Eg, on peut encore écrire :
(6.7) F(E) - f fode dv
Eg/E

Regev et Stephens-Davidowitz montrent que la fonction F' ainsi définie est de
classe C! sur R,, et calculent sa différentielle.

Notons m la mesure de Lebesgue et .| la norme euclidienne standard sur R™. Tout
réseau A dans R" définit un réseau euclidien (R™, A, ||.||s;), et nous poserons :

covol(A) := covol(R™, A, ||.||s¢)
et
V(A) = V(R™ A, ||.||st)-
En termes élémentaires, le résultat de différentiabilité mentionné plus haut s’énonce
ainsi :
PROPOSITION 6.5. — Soit A un réseau de R™. La fonction
Fy:GL,(R) — R
définie par

Fi(g) := F(R", g.A, []se)

(6.8) — covol(A)~" |det g| ! L( e dm

est de classe C'. Sa différentielle en g € GL,(R) est donnée par :

(6.9) DF)(g).h = 2covol(A) " |det g| ! f f'(|z|3) tw.hg™ 2 dm(z).
V(g-A)
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Regev et Stephens-Davidowitz établissent ce résultat par une démonstration utilisant
I'expression (6.8) de Fj. La différentiabilité de Fj écrite sous cette forme est délicate
a établir, car le domaine d’intégration V(g.A) varie avec g. Il s’aveére toutefois que les
« contributions du bord » dans la variation premiere de Fy(g) se compensent, grace aux
propriétés de symétrie des faces de V(g.A) que nous avons évoquées au paragraphe 6.1.2.

Il est possible d’éviter ces arguments délicats en utilisant 1’expression (6.7) de F(F)
comme intégrale sur la variété compacte sans bord Egr/E. Une difficulté pour établir la
différentiabilité de F' (ou encore de Fj) est que la fonction éz n’est pas de classe C*. On
s’en affranchit en observant que F), est continue, puis en montrant que sa différentielle
au sens des distributions est effectivement donnée par la formule (6.9) (on utilise pour
cela que 5 est lipschitzienne), puis en remarquant que cette différentielle est elle aussi
continue sur GL,(R).

Dans la suite, nous ferons appel a la proposition (6.5) avec pour f la fonction (z —
e/ 52), ot s € R%. Elle implique aussitot :

COROLLAIRE 6.6. — Pour tout t € R* et tout entier n > 0, Uinvariant v (V(E)),
considéré comme fonction de [E] décrivant R, est une fonction de classe C' sur R,.

Si [E] est un point critique de la restriction de cette fonction a RY, alors V(E) est
G-isotrope de paramétre t dans (Ew, |.|z)-

6.4. Mesures gaussiennes des parties compactes convexes symétriques G-
isotropes

Soit n un entier > 0 et soit £(n) := 10(logn + 2).

THEOREME 6.7. — Soit K une partie compacte convexe symétrique de R" telle que
m(K) = 1. Si s€]0,t(n)"] et si K est G-isotrope de paramétre s, alors v,(K) = 2/3.

Cet énoncé découle de résultats profonds de géométrie gaussienne. Nous nous conten-
terons de bréves indications sur sa démonstration, en renvoyant & [RSD17b], Section 4.1,
pour les détails.

D’une part, la G-isotropie de K implique que la mesure ~, prend sur l'orbite de K
sous SL,(R) une valeur maximale au point K :

PROPOSITION 6.8 ([Bobll], Prop. 3.1). — Soit K une partie compacte convere symé-
trique de R" et soit s € R* tel que K soit G-isotrope de paramétre s. Alors, pour tout
g€ SL,(R),

Vs(K) = 75(9.K).

Cet énoncé est une conséquence du théoréme de Cordero-Erausquin, Fradelizi et
Maurey ([CEFMO04]) affirmant, qui si 'on pose, pour t = (t1,...,t,) € R™,

exp A(t) := (€"0)1<ij<n,

alors pour toute partie compacte convexe symétrique K de R"™, t — ~ys(exp A(t).K)
est une fonction log-concave de t € R™. (Cet énoncé établit et généralise une conjecture
proposée par Banaszczyk et popularisée dans [Lat02] sous le nom de « (B) conjecture » ).
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On conclut la démonstration du théoreme 6.7 au moyen du « théoreme £0* » ([FTJ79],
[LewT79], [Pis82]) qui permet de montrer que pour toute partie compacte convexe symé-
trique de R™ tel que m(K) = 1, il existe g € SL,(R) tel que vyny-1(g.K) = 2/3.

6.5. Démonstration du théoreme 6.4
Comme précédemment, on désigne encore par n un entier > 0 et 'on pose
t(n) := 10(logn + 2).

L’énoncé suivant découle immédiatement du corollaire 6.6 et du théoréme 6.7.

COROLLAIRE 6.9. — Soit [E] un point de R en lequel yn)-1 (V(E)) atteint un extre-
mum local. On a alors :

(6.10) Yim-1 (V(E)) = 2/3.

La démonstration du théoreme 6.4 va procéder par récurrence sur n. L’étape de récur-
rence fait encore appel a un résultat de géométrie gaussienne, a savoir a la conséquence
suivante de I'inégalité isopérimérique gaussienne :

LEMME 6.10. — Soit K une partie compacte convere symétrique de R™ et soient t et
r dans RY tels que

’ytfl(K) = 2/3 et PH.H“(O,T‘) c K.
Alors, pour tout T € R,

7(t+T)—1(K) 2 1 —_ = 677”4 T .
Nous renvoyons a [RSD17b], Lemma 4.11, pour la preuve.

Démonstration du théoréme 6.4. — On considere la restriction de la fonction différen-
tiable de [E] € RY définie par ym)—1(V(E)) & la partie compacte St9 de RY. 11 suffit

d’établir la minoration (6.6) lorsque cette fonction atteint son minimum en [E], ce que
nous supposons désormais.

Lorsque [E] est un point intérieur de St¥ (considéré comme une partie de R?), cette
minoration est un cas particulier du corollaire 6.9.

Lorsque [E] est un point du bord de St?, il existe un sous-Z-module saturé¢ F' de F
tel que 0 <tk F' <tk F et que F et E/F soient semi-stables de pente nulle (cf. propo-
sition 5.1). En particulier n > 1. On compléete alors la démonstration par récurrence, en

utilisant la surmultiplicativité (6.5) de v5(V(F)) et en faisant appel au lemme 6.10 pour
controler vy -1 (F) et Yy (E/F) a partir de vy py-1 (F) et Yok (/)1 (£/F). O
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6.6. Démonstration du théoréme 1.3

Expliquons maintenant comment déduire le théoreme 1.3 du theoréme 6.4.
Soit donc E un réseau euclidien de rang n > 0.

Nous devons montrer que, lorsque fim.x(£) < 0, alors on a :
O5(t(n)?) < 3/2,
ou encore, de facon équivalente :
h(E ® O(—logt(n))) < log3/2.
Dans le cas particulier oil E est semi-stable de pente 0, cela découle du théoréme 6.4
et de I'inégalité (6.4).
En général, on considére la filtration canonique de E,
Eos={0}cEic---cE,=F,
et les réseaux euclidiens qui s’en déduisent comme sous-quotients et leurs pentes :
F@' = Ei/Ei,1 et Wi = //L\(EZ/Ezfl), 1€ {1,,N}
Par hypothese, on a :
0=p >...> un.

D’aprés les propriétés de sous-additivité (Proposition 5.3) et de croissance de hj, il
vient alors, pour tout A € R :

W(E®O(N) < i W(F; @ O(N)) <

D HB(FL @ O — ) < 1 <0(A) ® D(F, @owi)))_

Comme le réseau euclidien de rang n défini par la somme directe

@(Fi ® O(—p:))

est semi-stable de pente nulle, on est ramené au cas particulier précédent.

7. LA CONJECTURE DE KANNAN-LOVASZ ¢?

Dans cette section, nous expliquons comment le théoréeme 1.3 implique la seconde
inégalité'?) dans le théoreme 1.4 :

(7.1) 10g Reov (E) < —Jiger,(E) + log[10(log n + 10)*/?]

(12) Comme déja observé, la premiére inégalité est une conséquence facile de la minoration (1.4).
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Cette implication fait 'objet de 'article [DR16] (ou elle est établie avec des constantes
moins précises) ; nous en exposons la présentation simplifiée qui figure dans [RSD17b],
Section 6.

Commencons par énoncer une conséquence immédiate de la proposition 5.8 et du
théoreme 1.3, sous la forme de l'inégalité (5.15) :

COROLLAIRE 7.1. — Pour tout réseau euclidien E de rang n > 0, on a :
10g Reoy(F) < —[imin(E) + log[10(log n + 2)] + log(1 + A/n/27).
Pour tout entier n > 0, on pose :

Ceov(n) := max max (log Reoy(E) — (1/2) logd).

1<d<n [ElesSt)

Le corollaire 7.1 montre que :

Ceov(N) < max (log[IO(logd +2)] + log(1/v2m + 1/f))

1<d<n

< log[4(logn + 2)].

L’inégalité (7.1) est une conséquence immédiate de cette majoration de cqov(n) et de
la proposition suivante :

PROPOSITION 7.2. — Pour tout réseau euclidien de rangn > 0, on a :
log Reoy(F) < (1/2)(1 +log2) + (1/2) log[log(2n)] + ceov(n) — firr(F).

La proposition 7.2 va découler de la sous-addivité du (carré du) du rayon de recou-
vrement (6.3) et du lemme suivant, qui constitue une forme inversée de 'inégalité entre
moyenne arithmétique et moyenne géométrique :

LEMME 7.3. — Soit N un entier > 0. Pour tout (ay,...,ay) € RY tel que 0 < a; <
- <ay et tout (dy,...,d,) e NN ona
N
di\1/m;
Zdiai < 2e[log(2my)] [max, m;( H a)ims,
i=1 j<i<N
ot, pour tout j € {1,...,N}, on a posé m; := stz’sN d;.
Pour établir ce lemme, on écrit {1,..., N} comme la réunion disjointe
{1,....N}= ] S
1eN~ g
ou

={jeN modl1l<j<Net|-loga;/a,| =1},

et I'on observe que, si S; # & et j(I) := min S, alors :

Zdaz emyq) ( 1_[ adytmia

i€S) J(1)<i<N
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puis qu’il existe [ € No tel que :
N
[log(2mi1)] ) dia; > ) dia;

i€ i=1
Démonstration de la proposition 7.2. — De nouveau, on considere la filtration cano-
nique de F,

Ey={0}cFE c---cE,=E,
et ’on pose :
F’i = Ei/Ei,1 et i 1= //,Z(EZ/Elfl), 1€ {1,,N}

D’apres la sous-additivité du carré du rayon de recouvrement dans les suites exactes
courtes admissibles (cf. (6.3)), on a :

N
(7.2) Z cov(Fi)?

Par ailleurs, comme chacun des réseaux euclidiens F; ® O(—p;) est semi-stable de
pente nulle, on trouve :

(7.3) R(F;)? < efeovMyk [y =2
En appliquant le lemme 7.3 avec a; := e 2#i et d; := 1k F}, on obtient :
N
(7.4) Z rk F e " < 2e[log(2n)] max rk (E/E;_1) exp(—20(E/Ej-1))
: i=1 IsisN
< 2¢flog(2n)] exp(—fixcs (B)).
La proposition découle de la conjonction de (7.2), (7.3) et (7.4). O

On observera que I'on a établi une version légérement plus précise de I'inégalité (7.1) :
on peut y remplacer figr(F) par
min (u(E/E;—1) — (1/2)logrk E/E;_1).

1<i<N

Cet invariant n’est fonction que du polygone canonique de E.

Signalons enfin que I'on peut aisément calculer la pente de Kannan-Lovéasz des réseaux
euclidiens sommes directes de réseaux de rang 1, et montrer que la constante fonction
de n dans le membre de droite de (7.1) (ou encore la constante ¢(n) dans (1.19)) croit
au moins comme loglogn lorsque n tend vers 'infini.

En effet, si n est un entier > 0 et si \; < ... < ), est une suite croissante de n
nombres réels, on vérifie que :

k

ﬁmél D) = min (1) YA = (1/2)log k).

1<k<n £
=1
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Par ailleurs, on sait que :
R30V< DO() = (1/4) Z
La suite de réels (t;);>1 définie par les égalités :

Z (k/2)logk  pour tout k > 1

est croissante et satisfait :
2t; =logi— 1+ O(1/i) lorsque i —> +o0,

et par conséquent :

n

(1/4) Z e = (1/4e)logn + O(1)  lorsque n —> +c0.

iz
Ainsi, si pour tout entier n > 0, on pose E,, := @;_, O(t,), on a :

rr(En) =0 et log Reo(E,) = (1/2)loglogn + O(1)  lorsque n —> +c0.

APPENDICE A. LE FORMALISME DES PENTES

Dans cet appendice, nous décrivons un formalisme de pentes, qui s’applique notam-
ment aux fibrés vectoriels sur les courbes (Tjurin, Harder-Narasimhan) et aux réseaux
euclidiens (Stuhler, Grayson). Ce formalisme est rudimentaire et nous renvoyons aux
articles d’André [And09] et Chen [Chel0] pour des formalismes plus sophistiqués et
pour des références et des applications supplémentaires.

Soit (€, <) un ensemble ordonné réticulé. En d’autres termes, 1’ensemble ordonné
(€,<) possede un élément minimal O et un élément maximal X, et tout couple
(X1, X5) € € admet une borne inférieure X; A X5 et une borne supérieure X; v Xo
dans (€, x).

Soient en outre

r:&£—7Z e d:&—R

(13) gatisfaisant aux conditions suivantes :

deux applications

(1) monotonie : lorsque 'on munit N x R de 'ordre lexicographique, "application
(r,d) : £ —> N x R est strictement croissante.

En d’autres termes, si X; et Xy sont des éléments de &£ tels que X; < Xs, alors
r(X1) < r(Xy); si de plus r(X;) = r(Xy), alors d(X;) < d(Xs) avec égalité (si et)
seulement si X; = Xo.

(2) (sous)-additivité : pour tout (X;, X5) € % on a :

r(X1) +7r(Xs) =r(X1 A Xo) + (X1 v Xo)

(13)application r est souvent appelé rang et Papplication d degré.
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et
d(X1) + d(Xy) <d(Xy A Xo) +d(Xy v Xy).

(3) finitude : pour tout ¢ € R, 'intersection d(€) N [¢, +o0] est finie.

On observera que, d’apres (1), 'image (&) est contenue dans l'intervalle [r(O), r(X)]n
N et donc finie.

Supposons de plus que

r(0) < r(X).

On peut alors procéder a la construction suivante.

Soit C I’ensemble des fonctions concaves

c: [r(0),r(X)] —R
telles que, pour tout Y € &,
dY) < c(r(Y)).

I1 découle aussitdt de hypothese de finitude (3) que C possede un plus petit élément (1Y
P, qui est une fonction affine sur chaque intervalle [i — 1,], ou i €]r(0),7(X)] n N. De
plus, il existe N € Nog et (X, ..., Xy) dans EN*L tels que :

—r(Xo) =7r(0) <r(Xy) <...<r(Xy) =r(X);

— pour tout i € {0,..., N},

P((r(X;)) = d(X;),
et, si i > 1, la fonction P est affine sur [r(X;_1),r(X;)]; on notera :
_d(X;) —d(X)

P = LX) — (X))

la pente de P sur cet intervalle;

— la suite des pentes est strictement décroissante :

M1 > U > ... > UN.

En faisant appel aux propriétés (1) et (2), on établit alors aisément :

PROPOSITION A.1. — Awvec les notations ci-dessus, la suite (X, ..., Xn) est unique-
ment déterminée et croissante :
Xo< X1 <...< Xn.
De plus, ’élément Xo est mazimal dans r—'(r(0)) et Xy = X.
Le graphe de P est le polygone canonique associé a I'ensemble ordonné (€, <) muni
des fonctions rang et degré r et d. La proposition affirme que les sommets du polygone

canonique sont les images par I'application (r,d) d’une « filtration » bien déterminée
de X, sa filtration canonique.

(4 En d’autres termes, pour tout ¢ € C et tout z € [r(0),r(X)], on a : P(z) < c(z).
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Souvent, dans les applications, on a r1(0) = {O}. On peut alors attacher a tout
élément Y de £\{O} sa pente

et 'on a :

[And09]

— Y).
= max p(Y)
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